1 Linearni zavislost a nezavislost, baze,
dimenze. Linearni zobrazeni, jadro a

obor hodnot, skalarni a vektorovy
soucin. (AOBO1LAG)

1.1 Linearni prostor

Nepréazdna mnozina £ se nazyva linearni vektorovy prostor nad télesem R, jestlize je
splnéno nasledujicich deset podminek.

1. Pro kazdé dva prvky u,v € L je jednoznacné uréen prvek u 4+ v € L nazyvany
soucet prvka u a v.

2. Pro kazdy prvek u € £ a pro kazdy prvek A € R je jednozna¢éné urcen prvek Au € L
nazyvany néasobek prvku u prvkem A

u+v =v+ u pro kazdé dva prvky u,v € £ (komutativita)

(u+v) +w=u-+ (v+w) pro kazdé tii prvky u,v,w € L (asociativita)

Existuje prvek 0 € L. takovy, Ze pro kazdy prvek u € L platiu+0=04+u=1u
Pro kazdy prvek u € L existuje prvek —u € L takovy, ze u + (—u) = (—u) +u =0
AMu 4+ v) = Au+ M pro kazdé dva prvky u,v € £ a pro kazdy prvek A € R.

(A + a)u = Au + au pro kazdy prvek u € L a pro kazdé dva prvky a, A € R
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(A)u = A(au) pro kazdy prvek u € L a pro kazdé dva prvky a, A € R

10. 1u = u pro kazdy prvek u € £

1.2 Linearni podprostor
Neprazdna podmnozina W vektorového prostoru V nad télesem T se nazyva podpros-
torem V', pokud pro libovolné vektory u,v € W a libovolny skalar A € T plati:
ea+beW
e \aeW

Mnozina W je tedy uzaviena vzhledem k operacim s¢itani vektort a nésobeni vektoru
skalarem.



1.3 Linearni kombinace

Necht L je linearni prostor, vi, ve,...,vp € L & A1, A2, ..., Ay € R . Prvek Ajv; + Agvg +
.+ Apvy € L se nazyva linearni kombinace prvki vy, v, ..., vy, s koeficienty A1, A, ..., Ap.

e Linearni kombinace Ajv1 + Agvg + ... + A\ v, se nazyvéi netrivialni, pokud existuje
i€{1,2,...,n} takové, ze A\; # 0

e Linearni kombinace A1v1 + Agva + ... + A\ v, se nazgyva trivialni, jestlize A; = 0 pro
kazdé i =1,2,...,n
1.4 Linearni zavislost a nezavislost

Prvky vy,ve,...,v, mnoziny M se nazyvaji linearné zavislé, pokud existuje takova
netrivialni linearni kombinace téchto prvki, kterd vyhovuje vztahu

n
E a;v; = 0
=1

kde a; je skalar. V opa¢ném piipad€ jsou linearné nezavislé.

e Pro linearné nezavislé prvky je jedinym feSenim vyse uvedeného vzorce trivialni
feSeni, tedy a; = 0

e Jsou-li prvky linedrné zavislé, je mozné néjaky z nich vyjadrit jako linearni kom-
binaci ostatnich prvki

1.4.1 Priklad

Linearné zavisl4 mnozinaM a koeficienty netrivialni linedrni kombinace a

1
M= 2
3

S =N
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1.5 Baze

Linearni obal Mgjme mnozinu M, kterd je podmnozinou vektorového prostoru V.
Priinik v8ech podprostorti prostoru V', které obsahuji mnozinu M se nazyva linedrnim
obalem mnoziny M.

ZjednoduSené - linearni obal mnoZiny M je podprostor prostoru V. Co obsahuje?
Vsechny ty prvky, ke kterym se mohu dostat libovolnou linearni kombinaci vektoru z
mnoziny M.

n
<M> = {Zazuz | u; € M,Gi GR,’i = 1,2,3,...,”}

i=1

Baze vektorového prostoru V' je nejmensi mnozina linearné nezavislych vektoria
takova, ze jeji linearni obal je roven celému prostoru V. V konetné dimenzionalnim
prostoru dimenze n je béazi kazd4 mnozina obsahujici n linedrné nezavislych vektor.

e Obal béaze prostoru V' tvoii cely prostor V
e Vektory baze jsou lineArné nezavislé.

e Prostor mtize mit vice bazi. Vsechny ale maji stejny pocet prvki.

1.5.1 Priklad

11 10
m=loi] oo d]

Matice B; i Bs tvoii bazi prostoru R2.

1.6 Linearni zobrazeni

Pojmem linearni zobrazeni (linearni transformace) se v matematice oznacuje takové
zobrazeni mezi vektorovymi prostory U a V', které zachoviava vektorové operace s¢itani
a nasobeni skalarem. Nézev linearni je odvozen z faktu, ze grafem obecného linearniho
zobrazeni z redlnych ¢isel do realnych ¢&isel je piimka.

L(u+v)=Lu)+ Lv)ueclUwveV
L(oauw) = aL(u) ue U

1.6.1 Matice linarniho zobrazeni

Necht U a V jsou linearni vektorové prostory konecné dimenze nad télesem R, L : U — V
je linearni zobrazeni. Mé&jme wuq, ua, ..., ug bézi prostoru U, dimU = k a vy, v, ..., v, bézi
prostoru V., dimV = n. Pro libovolny prvek x € U lze psat * = Ajuy + Agug + ... +
Ak, tedy & = [A1, Ag, ..., )\k}T je vektor koeficientt prvku x v bazi uy, ug, ..., ux prostoru



U. Zobrazenim prvku z ziskdme prvek y = L(x), ktery lze opét vyjadiit jako linearni
kombinaci bazovych vektoriu y = nivy + nmove + ... + ngvn, tedy § = [m, n2, ..., nn]T.
Zobrazeni L je linearni, proto plati

L(CC) = L()\lul + Xoug + ... + /\kuk) = )\1L(U1) + )\QL(UQ) + ...+ )\kL(uk)

L(z) =y = [v1,v2, ..., vn) - §

L(u;) = [v1, 02, oo, U] - [y Q2 ooy i]”

(U1, V25 ey V]G = A1 [01, 02, eory Un)- [0, @21, ey 1 )T Ao A Mg [018, Vo oo V][ Q1> Q2 ey ]

po zkraceni

=M\ [a11, 001, ---uanl]T + o+ g [k, o, -~-7ank]T

a1 Q12 e Qg A
. Qg1 Qe Qo A2 .
y= . = Az
Qr1 Qpa o Quk Ak
Q11 Qre ot Qg
Qg1 Q2 - Qog
A =
a1 Qg - Ok

kde A je matice linearniho zobrazeni L v bazich uq, uo, ..., ug prostoru U a vy, v, ..., v,
prostoru V.

Vyjadieno méné formalné: kazdy vektor z U si muzeme vyjadrit jako kombinaci ba-
zovych vektort U. Pak se podivame na koeficienty, kterymi nasobime tyto bazové vektory,
a chceme z nich dostat koeficienty bazovych vektorti v prostoru V. Pokud témito koe-
ficienty vynasobime bézové vektory V', dostaneme linearni zobrazeni puivodniho vektoru
do prostoru V. Diky matici linedrniho zobrazeni mizeme tyto koeficienty ziskat.

1.7 Jadro a obor hodnot
Mgjme linearniho zobrazeni L : U — V, které je vyjadieno jako {Aez =y |z € Uy € V,;A € R™*"}.

Mnozinu tvofenou vSemi feSenimi A ¢ z = 0 nazyvame jadro linearniho zobrazeni L,
nebo-li nulovy prostor matice A.

Ker(L) =null(A) ={zx €U | Aex =0}



Obor hodnot zobrazeni L (obraz matice A) je podprostor, ktery obsahuje zobrazeni
vSech prvki z prostoru U.

Im(L)=rng(A) ={Aex |2z €U}

Prostor U Prostor V
zobrazeni L

Obor hodnot L

D

zobrazeni L

Figure 1.1: Vztah jadra a obrazu prostoru

e Jadro zobrazeni L je podmnozinou prostoru U, ale obor hodnot zobrazeni L je
podmnozinou V/

o Plati vztah dim(Ker(L))+dim(Im(L)) = dim(U) jinak dim(null(A))+dim(rng(A)) =
n kde n je 8ifka matice A.

1.8 Skalarni a vektorovy soucin

Skalarni sou¢in definujeme mezi dvéma vektory. Vysledkem skaldrniho soucinu je reélné
. v -
¢islo, neni to vektor. Mame-li dva vektory u = [ Zl ] av= [ vl } , pak jejich skalérni
2 2
soucin je roven:

ul ev=|ul|v]|cosa

kde « je velikost tthlu mezi vektory u a v.

Vektorovy souéin je binarni operace vektoru v trojrozmérném vektorovém prostoru.
Vysledkem této operace je vektor, ktery je kolmy k obéma ptivodnim vektorim. Velikost
tohoto vektoru je rovna obsahu rovnobéZzniku tvofeného ptuvodnimi vektory. Spocita se

U2V3 — U3V2
U Xv= uU3v1 — U103 =w
U1v2 — UV

a plati

T

u ew =0, ol

ew =20



1 Matice, determinant, inverzni matice,
vlastni cisla a vlastni vektory matice.

Soustavy linearnich rovnic.
(AOBO1LAG)

1.1 Matice

Matice je obdélnikové ¢i ¢étvercové schéma ¢isel nebo néjakych matematickych objektt -
prvkii matice (téZ elementt matice). Obsahuje obecné m fadka a n sloupcti. Hovofime
pak o matici typu m X n

Zapis matice

ail ai2 T A1n
a1 a2 e a2n

A= : D : = (aij)
Gml Om2 " Gmn

1.2 Determinant

V linearni algebie je determinant zobrazeni, které pfifadi kazdé étvercové matici A
skalar det(A).

1.2.1 Vypocet

det(A) = 3" sgn(o) [ Jaiow
=1

CTGSn
vysvétlivky

e S,- mnozina vSech permutaci ¢isel 1,2, ...,n, kde n je sitka (i vyska) matice A; pro
n=3tedy S, = {[1,2,3],[1,3,2],[2,1,3],[2,3,1],[3,1,2],[3,2, 1]}

e sgn() - funkce vracejici +1 nebo -1 (znaménko permutace). To se odviji od poc¢tu
prohozeni dvou sousedni prvka v permutaci, abychom dostali zakladni fadu [1, 2, ..., n].
Pokud o je sudé permutace, vraci funkce +1, naopak pokud je liché, vraci -1. Napf.
pro [2,1,3] musime prohodit jen 2 s 1, abychom dostali [1,2,3], jedna se tedy o li-
chou permutaci a funkce sgn() vraci -1. U permutace [3,2,1] je prohozeni vice:
3,2,1] — [3,1,2] — [1,3,2] — [1,2,3], celkem 3 prohozeni, proto funkce sgn()
vraci -1. Jedné se o totéz, Cemu profesor Pték fikal ,leftdown”.



® a; ;) takto nastavené indexy zaruci, ze do souinu vybereme vzdy pravé jeden
prvek z kazdého sloupce a fadku

1.2.2 Vlastnosti

e Pii vyméné dvou fadkt nebo dvou sloupcti se znaménko determinantu zméni na
opacné

e 7 predchozi vlastnosti plyne, Zze pokud mé matice A dva stejné radky nebo dva
stejné sloupce, tak musi platit det(A) = —det(A) =0

¢ Hodnota determinantu se nezméni, zaménime-li fadky za sloupce det(A) = det(AT)

e Jestlize jeden fadek (sloupec) lze vyjadiit jako linearni kombinaci ostatnich fadka
(sloupcti), je determinant nulovy.

e Matice se zna¢i pojmem singularni, kdyz det(A) = 0. Pokud det(A) # 0, pak se
jedna o matici regularni.
1.3 Inverzni matice

Inverzni matice k dané matici je takova matice, kterd po vynéasobeni s ptivodni matici
dé jednotkovou matici.

AeA l=ATeA=1

ODbé& rovnosti znamenaji, Zze inverzni matice muze existovat jen pro ¢tvercovou matici. U
obdélnfkové matice mluvime o tzn. pseudoinverzi.

1.3.1 Vypocet

(1) [ Aji
| A

kde | Aj; | je subdeterminant ziskany z matice A vynechanim j-tého fadku a i-tého

sloupce, | A | je determinant matice A.

ij =

1.4 Vlastni cisla a vlastni vektory matice

Jako vlastni vektor dané transformace oznacujeme nenulovy vektor, jehoz smér se pfi
transformaci neméni. Koeficient, o ktery se zméni velikost vektoru, se nazyva vlastni
¢islo (hodnota) daného vektoru. Vyjadieno vzorcem

Av =)v



kde A je matice transformace, v je vlastni vektor, ktery je na obou stranach stejny, A je
vlastni ¢islo, nebo-li onen koeficient, kterym je tfeba vlastni vektor vynésobit. Definice
totiz Tika, Ze se pri transformaci neméni jen smér, velikost se ale lisit muze.

Rovnici miizeme upravit

(A+XE)v=0

kde E je jednotkova matice. Aby platila rovnice a my dostali netrividlni feSeni v # 0,
musi platit

det(A + AE) = 0

ain — A a2 e a1n
ao1 a — A --- a2p, 0
anl an2 o OQpp — A

P1i vypoctu tohoto determinantu dostaneme na levé strané polynom. Ten se nazyva
charakteristicky polynom matice A a jeho kofeny jsou vlastni ¢isla matice A. Vysledkem
je tedy vzdy n vlastnich ¢&isel, z nichz néktera se mohou opakovat.

1.5 Soustavy linearnich rovnic

Soustava m linearnich rovnic s n proménnymi muze byt zapsana ve tvaru Ax = b, kde
A e R™" x € R",b € R™. Pokud je b nulovy vektor, mluvime o homogenni soustavé
linearnich rovnic.

Zajim4 nés, jestli mé soustava TeSeni, piipadné kolik. Muze nastat jedna z téchto
situaci

e soustava neméa Zadné resSeni
e soustava ma jedno feSeni

e soustava méa nekoneéné mnoho resSeni

1.5.1 Frobeniova véta

Nehomogenni soustava linearnich algebraickych rovnic mé feSeni pouze v pfipadé, Ze
hodnost matice soustavy h(A) je rovna hodnosti rozsifené matice soustavy h([A b]).

Dejme tomu, Ze mame matici A € R**3, tedy 3 neznamé, ale 4 rovnice. Je ziejmé,
Ze takova matice mize mit hodnost maximalné h(A) = 3. Reknéme, Ze mé skutecné
hodnost 3, potom se ptame jakou hodnost mé rozsifena matice [A b] € R***. Ta uz
muze mit hodnost 4, a pokud ji skutec¢né ma, potom soustava nema fFeSeni, protoze
nalevo je jedna rovnice lineadrni kombinaci zbyvajicich, ale napravo ma feseni, které neni
odpovidajici linearni kombinaci pravych stran. Naopak, pokud [A b] mé& stale hodnost
3, jenom se nam potvrdilo, Ze jedna rovnice je v soustavé zbyte¢na, mizeme ji vynechat
a rovnice ma reSeni.



1.5.2 Pocet reseni

Soustava linearnich rovnic ma pravé jedno feseni, kdyZ h(A) je rovno po¢tu neznamych;
pokud je A(A) mensi nez pocet nezndmych, je feseni nekone¢né mnoho.



3 Vlastnosti celych cisel (délitelnost,
prvocisla) a Eukleidav algoritmus.
Binarni relace, zejména ekvivalence a
usporadani, a jejich reprezentace.
Pocitani modulo. (A4BO01DMA)

3.1 Vlastnosti celych cisel
e cela cisla Z se skladaji z prirozenych ¢&isel, nuly a zapornych celych ¢isel

e mnozina je uzaviena na operaci s¢itani, od¢itani a nasobeni

3.1.1 Delitelnost

e Definice: Necht a, be Z. Rekneme, Ze a déli b, znaceno a|b, jestlize existuje k € Z
takové, Ze b = k - a. V takovém pfipadé fikdme, Ze a je faktor b a Ze b je nasobek
a. Také fikame, Ze b je délitelné ¢islem a. Pokud toto neni pravda, tak piSeme aftb.

e Cislo deN je spolegny délitel (common divisor) &sel a, b, jestlize d|a a d|b.

e nejvétsi spoleény délitel (greatest common divisor), znac¢eno ged(a, b) je nejvetsi
prvek mnoziny jejich spole¢nych délitel, pokud je alesponi jedno z a,b nenulové.

e Cislo deN je spole¢ny nasobek (common multiple) ¢isel a, b, jestlize a|d a b|d.

e nejmensi spoleény nasobek (least common multiple), zna¢eno lem(a, b) je nej-
mensi prvek mnoziny jejich spole¢nych nasobkii, pokud jsou obé a,b nenulové.

e lcm(a, 0) = lem(0, b) = 0
e gcd(0,0) =0
e lcm(a, b) - ged(a, b) = |a| - |b]

e Cisla a, b € Z jsou nesoudé&lna, jestlize ged(a, b) = 1



3.1.2 Prvocislo

e je prirozené ¢islo, které je beze zbytku délitelné pravé dvéma riznymi prirozenymi
¢isly, a to ¢islem jedna a sebou samym (tedy 1 neni prvocislo)

e Prirozena ¢isla rizné od jedné, kterd nejsou prvodisla, se nazyvaji sloZena éisla.

3.1.3 Eukleidiiv algoritmus
Lze jim vypocitat nejvétsiho spoleéného délitele dvou piirozenych &isel.

e vychazi z lemmatu: Necht a, b € N, necht q, re Ny spliiujia =qgb + ra0 <r
< b. Pak plati nasledujici: d € N je spolecny délitel a, b pravé tehdy, kdyz je to
spole¢ny délitel b, r.

e gcd(a, b) = ged(b, 1)

e opakované hledame gcd pro dvojici b, r misto a, b

3.1.3.1 priklad: Chceme najit gcd(408, 108)

Méame 408 = 3 - 108 + 84 (408 mod 108 = 84), proto ged (408, 108) = ged (108, 84).

Mame 108 = 1 - 84 + 24, proto ged(408, 108) = ged (108, 84) = ged (84, 24).

Méame 84 = 3 - 24 + 12, proto ged (408, 108) = ged (108, 84) = ged (84, 24) = ged (24,
12).

Mame 24 = 2 - 12 + 0, proto ged (408, 108) = gcd (108, 84) = ged(84, 24) = ged (24,
12) = ged(12, 0) = 12,

3.2 Binarni relace

Definice: Necht A B jsou mnoziny. Libovolna podmnozina R C A x B se nazyva relace
z A do B. Jestlize (a, b)€ R, pak to znac¢ime aRb a fekneme, Ze a je v relaci s b vzhledem
k R. Jestlize (a, b) /€ R, pak fekneme, Ze a neni v relaci s b vzhledem k R.

Druhy relaci:

e R je reflexivni, jestlize pro vSechna a € A plati aRa. napft. “je stejny”

e R je symetricka, jestlize pro vSechna a, b € A plati (aRb = bRa). “je sourozencem”
e R je antisymetrickd, jestlize pro vSechna a, b € A plati ([aRb A bRa] = a = b).
e R je tranzitivni, jestlize pro vSechna a, b, ¢ € A plati (J]aRb A bRc|] = aRc). “je

vyssi; A je vySSi nez B, B je vySsi nez C = A je vySsi nez C”

3.2.1 Ekvivalence

Definice: Necht R je relace na n&jaké mnoziné A. Rekneme, Ze R je ekvivalence, jestlize
je reflexivni, symetricka a tranzitivni.



3.2.1.1 Trida ekvivalence

Kazdé ekvivalence rozdéli mnozinu A na systém disjunktnich mnoZin, které pak nazyvame
t¥idy ekvivalence.

Definice: Necht R je relace ekvivalence na néjaké mnoziné A. Pro acA definujeme
tiidu ekvivalence prvku a (equivalence class of a) vzhledem k R jako [a]g = {b € A;
aRb}.

Priklad: Mgjme ekvivalenci R na mnoziné celych ¢&islech Z definovanou takto: [a, b| €
R pravé tehdy, kdyz |a| = |b|. Pak:
Z|0] = {0}. Nula je v relaci pouze s nulou.

Z|1] = {—1, 1}. Jednicka je v relaci s jedni¢kou a s minus jednickou, protoze |1| =
|—1].

Z|2| = {—2, 2}. Dvojka je v relaci s dvojkou a s minus dvojkou.

Z[3] = {-3,3}. ...

3.2.2 Castecné usporadani
Definice: Necht R je relace na néjaké mnoziné A. Rekneme, ze R je ¢astecné usporadani,

jestlize je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni. V tom pfipadé fekneme, Ze
dvojice (A, R) je ¢astecné usporadani mnozina.

Priklad: Relace < je uspofadani na pfirozenych, celych, racionalnich i redlnych é&islech.
Relace C je usporadani na t¥idé viech mnozin (na univerzalni tiide).
Relace délitelnosti | (a déli b) je uspofadanim na piirozenych ¢islech
Relace "Byt potomkem" je uspofadéanim na mnoziné osob.

3.2.2.1 Hasseiiv diagram
e Uspofadané mnoziny miizeme zakreslit pomoci Hasseova diagramu.
e vrcholy predstavuji prvky mnoziny

e hrana mezi vrcholy (a, b) nam ¥ika, Ze a < b a zaroven neexistuje ¢ takové, ze a <
¢ < b. Tedy mezi prvky a a b uz zadny jiny prvek neni. Pfitom musi platit, ze v
grafu je vrchol a nize nez vrchol b.

Priklad:  Deélitelé ¢isla 60: A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60}. Usporadani
podle délitelnosti:

3.3 Pocitani modulo
Definice Necht neN. f{ekneme, ze Cisla a, b€Z jsou kongruentni modulo n, znac¢eno

a = b (mod n), jestlize n|(a—b).
Necht n € N. Pro ¢isla a, b € Z jsou néasledujici podminky ekvivalentni:



[
20 12
. )
30 4
. .
10 6
° .
15 2
. )
5 3
] .
1
.

e a =b (mod n)
e existuje k € Z takové, ze a = b + kn

e mod n = b mod n, tj. jsou si rovny zbytky po déleni ¢éislem n.

3.3.1 vlastnosti

Necht n € N, uvazujme a, b, u, v € Z takové, ze a = u (mod n) a b = v (mod n):
e a+b=u+ v (modn)
e a—b=u— v (modn)

e ab = uv (mod n)



4 Kombinatorika (kombinatoricka cisla,
princip inkluze a exkluze); Vyuziti
matematické indukce: rekurzivni
vztahy (feseni rovnic, odhad
narocnosti algoritma) (A4BO01DMA)

4.1 Kombinatorika

4.1.1 Kombinacni cislo

Definice
Necht k < n € Ny. Definujeme jejich kombinaéni €islo nebo binomicky koeficient jako

ny n!
k) Kl{n—E)

Cteme to ,n nad k¥
Uprava

Vyraz z definice je neprakticky, protoze faktoridly jsou velice drahé na vipoéet. Proto byva lepsi nejprve zkratit
jeden z faktorialii ze jmenovatele se zadatkem faktoridlu v éitateli. Mame pak
(n) n! _n(n- 1) (n—k+2)-(n—k+ 1) _n-(n 1) (k+2) (k+1)
k ’

T W -k il (n—k)!

4.1.2 Kombinatorické pripady

Uvazujme mnozinu o »n riznych prveich.
(1) Je n! zphisobi, jak je sefadit (neboli je n! permutaci).
KL

k

(ii) Jestlize na pofadi zalezi a opakovani neni povoleno, pak je (LW = ( ) - k! riiznych zpusobi, jak vybrat
n—k

k prvki z této mnoziny.

(iii) Jestlize na poradi zalezi a opakovani je povoleno, pak je n* riiznych zpiisobi, jak vybrat k prvki z této

mnoziny.

. - T e - . . n T o P o

(iv) Jestlize na poradi nezalezi a opakovani nenf povoleno, pak je L riznych zpisobi, jak vybrat k prvki z

této mnoziny.

n+k-1
k.

(v) Jestlize na pofadi nezdleil a opakovani je povoleno, pak je ( ) riiznych zptisobi, jak vybrat k

prvkit z této mnoziny.



4.1.2.1 shrnuti

bez apakovani |s opakovanim

s pofadim n! ;‘_
(variace) (n—Fk)!

bez pofadi n n+k—1
(kombinace) k I

4.1.2.2 priklady

Variace s opakovanim Kolik je mozno vytvofit osmimistnych hesel (password) sklada-
jicich se z pismen a &islic? Kazdy znak je nezavisly jev, ktery je mozno udélat 26 + 10
— 36 zpiisoby, proto je mozno vytvofit 368 hesel.

Permutace Kolik permutaci pismen ABCDEFGH obsahuje slovo DECH? Toto se udéla
jednoduchym trikem, prosté se DECH vezme jako jeden celek, ktery se spolu s ostatnimi
¢tyimi pismenky permutuje, takZe celkem permutujeme pét véci. Moznosti je tedy 5! =
120.

Kombinace Uvazujme binarni fetézce o délce 8. Kolik z nich obsahuje pfesné tii jed-
nicky? Zde vybirame, na které pozice jednicky dame, a na pofadi vybéru nezalezi (¥ict,
ze jednicky maji byt na pozicich 1, 2 a 6, vyjde nastejno jako Fict, Ze maji byt na pozicich
2,6 a 1). TakZe vybirame z osmi mist, bez opakovani a bez poradi, tedy (g) — 56 Fetézct.
Kombinace s opakovanim  Kolik riznych balic¢kii bonboni (ty jsou tam volné lozené) je
mozné vytvorit, kdyz do balicku vybirdme 10 bonbéni ze tif druht, pricemz od kazdého
druhu je k dispozici dostatek kust? Vybirame desetkrat z tiiprvkové mnoziny, vybér
muzeme opakovat a na poradi nezélezi, protoze bonbény se pak stejné budou v balicku
volné michat. Je to ta nejobtiznéjsi ze ¢tyr zakladnich situaci, proto si vzorec pamatu-
jeme: Je mozné udélat (3+}8_1) = 66 riznych balicki.

4.1.3 Princip inkluze a exkluze

Jsou-li 4; proi=1,2,...,n koneéné mnoziny, pak
n n n
U= 14l = 3 g+ 3 144y naed =+ (<17 ) 4
i=1 i=1 i< i<j<k i=1

:Z(fl);‘_l Z [Ay, MA, DA
k=1

1<y <ig--<ip<n

pro dvé mnoziny tedy: [AUB|=|A |+ |B|— |AN B|



4.1.4 Binomicka véta

4.1.4.1 Pascalova identita

Pro viechna k& < n £ Ny plati

(") ()= ()

grafické znazornéni - Pascaliv trojahelnik

4
G (¢ 1 5 10 10 5 1

4.1.4.2 Binomicky rozvoj

Pro kazdé n € N a véechna x,y € R plati
n n
n n
‘.I'+' no__ .Ek' n—k — i:rz—}.' k
(z+y)" = ( A_) Y > i Y
k=0 E—0
n{n—1 5 - nin—1
Ly 4 € - ).z-”*2y2+---+ ( - )

=" + nr 22y 2 4 eyl 4y

4.2 Matematicka indukce

= metoda dokazovani matematickych vét a tvrzeni

4.2.1 Slaby princip matematické indukce

Necht np € Z, necht V(n) je vlastnost celich éisel, ktera ma smysl pro n > ng.

Predpokladejme, ze jsou splnény nasledujici predpoklady:

(0) V(ng) plati.

(1) Pro kazdé n € Z, n > ng je pravdiva nasledujici implikace: Jestlize plati V(n), pak plati i V(n 4 1).
Potom V'(n) plati pro viechna n € Z, n > ng.

Pokud tedy chceme dokazat univerzalni platnost néjaké vlastnosti V, stac¢i dokazat
pravdivost tvrzeni (0) a (1).

4.2.1.1 Demonstrace na prikladu zebriku

Obecne  Tzv. zakladni krok (0) fiké4, Ze umime vylézt na prvni pficku zebiiku. Tzv.
indukéni krok (1) fik4, ze kdyZz uz nékde jsme, tak umime vylézt o pficku vys. Podstatny
je ten obecny kvantifikator v (1), indukéni krok je splnén pro libovolné misto na zebiiku.



Matematicky Vezmeme pro jednoduchost n0 = 1. Podle zakladniho kroku plati V (1).
Indukéni krok dava pro volbu n = 1 pravdivou implikaci V (1) = V (2), my uz oviem ze
zékladniho kroku vime, ze V (1) plati, tudiz podle této implikace plati i V (2). Pak zase
muzeme pouzit indukéni krok s n = 2, kde z pravdivosti V (2) dostaneme pravdivost V
(3). Dalsi pouziti indukéniho kroku (s n = 3) dé pravdivost V (4), pak V (5) a tak dale.

4.2.1.2 Priklad

Dokazte indukci: Pro neN je V (n) tvrzeni, ze 1 +3 +5 +--- + (2n — 1) = n?
(0) Necht n = 1. Vlastnost V (1) zni 1 = 1, coz je pravda.
(1) Necht neN je libovolné. Predpokladejme, ze 1 +3 +5 + - - - + (2n — 1) = n?
pro nage konkrétni n plati také 1+3+5+- - -+ (2(n+1)—1) = (n+1)?, tedy ze 1 + 3 +
54+ 2n+1)=(n+ 1)?
I+34+5+--+Cn+1)=1+3+5+---+2n—1)+@Cn+1)=[1+3+5
o+ @n D]+ @n+1)=n?+2n+1)=(n+1)>2

4.3 Rekurzivni vztahy

Definice: Rekurentni vztah ¢i rekurzivni vztah pro posloupnost {ax} je libovolna rovnice
typu F(an, an—1, an—2, . . . , ap ) = 0, kde F je néjakéa funkce.

Napr. podstata problému Hanojskych vézi se da vyjadiit vztahem Hn — 2H,,_; — 1
=0

4.3.1 Linearni rekurentni rovnice

Linearni rekurentni rovnice, popiipadé linearni rekursivni rovnice fadu k € Ny je libovolna rovnice ve
tvaru
gt + 1 ()it + -+ C2(Wnya + €1(R)any1 + co(m)an = by pro viechna n > g,

kde ng € Z, ¢i(n) pro i = {0,... .,k — 1} (tzv. koeficienty rovnice) jsou néjaké funkce Z +— R, pii¢emz eg(n)
neni identicky nulova funkee, a {b, };2, ~(tzv. prava strana rovnice) je pevne zvolena posloupnost redlnjych
cisel.
Jestlize b, = 0 pro viechna n > ng, pak se prislusna rovnice nazyva homogenni.

o b4 r

Reseni

Necht je dana linearni rekurentni rovnice

gl + Ch—1(N)@pgp_1 + ... + €1(n)ant1 + co(n)a, = b,  pro vsechna n > ng.

Jako jeji Feseni oznacime libovolnou posloupnost {an 152, takovou, ze po dosazeni odpovidajicich ¢lenti do

dané rovnice dostavame pro viechna n pravdivy vyrok.

4.3.2 Charakteristicka rovnice

Definice
Necht je dana linearni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty

O phe + Ch10p k1 + oo+ Crln g + oy = by, Pro véechna n = ng.
Jeji charakteristicky polynom (characteristic polynomial) je definovian jako polynom

pA) = A fo A e A e
Koreny charakteristického polynomu se nazyvaji charakteristicka ¢isla, popiipadé vlastni ¢isla dané rovnice
(characteristic numbers/roots or eigenvalues).
K ziskani charakteristickych &isel potiebujeme vyfesit rovnici \F + cF—12\F—1 + .

+ c1h + ¢g = 0, které se také rikA charakteristicki rovnice



4.3.2.1 Priklad

Najdeme obecné feSeni rovnice a,, + 3—a, + 2—a, + 1 + a,, = Opro vSechna n > —2
Charakteristicky polynom je p(A) =hg—Aa—h + 1
p(A) =0 — D — 1D(x +1) = (0 — D2\ + 1).

béaze reseni:
(5 "1 (1))

obecné feseni pro pro u, v, w € R:
{fu-1"+o-nlf +tw-(—1)" 5L _y={utvntw(—1)"}5L_,

z takového TeSeni lze odhadnout asymptotickou slozitost alogritmu

4.3.3 Master theorem
e = algoritmus pro ur¢ovini asymptotické slozitosti algoritmu

e zejména “rozdél a panuj” f(n) =a- f(3) + g(n).

Algoritmus
(The Master theorem)
Predpoklidejme, Ze neklesajici nezaporna funkee [ na I splinje rovnici fin) = a - f (%} + en? na mnozing
M = {b*; k € N}, kde b € Nsplimje b > 2 a a,e € B, d € Ny jsou konstanty splimjici @ > 1 a ¢ > 0. Pak plati
naslednjici:
(i) Jestlize a > b, tak f(n) = O(nlo=la)),
(i) Jestlize a = b9, tak f(n) = B(nlog,(n)).
(iii) Jestlize a < b%, tak f(n) = O(n%).
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1 Zakladni pojmy

1.1 Informatika

Informatika:

- zabyva se zpracovanim informaci nejen na pocitacich

- studuje vypocetni a informad¢ni procesy z hlediska hardware i software — ,technicka
informatika“

- je soucasti teorie informaci, véda spojujici aplikovanou matematiku a elektrotechniku
za ucelem kvantitativniho vyjadfeni informace

1.2 Software

V informatice sada v8ech pocitacovych programii v pocitaci. Software zahrnuje:
— operac¢ni systém (zajistuje b&h programii)
— aplika¢ni software (pracuje s nim uzivatel)
— dalsi (knihovny, middleware, BIOS, firmware apod.)

1.2.1 Knihovna

Knihovna je v informatice oznaceni pro soubor funkci a procedur (v objektovém pro-
gramovani téZ objektt, datovych typi a zdrojir), ktery muze byt sdilen vice pocitacovymi
programy. Knihovna usnadnuje programéatorovi tvorbu zdrojového kédu tim, ze umoziuje
pouzit jiz vytvoreny kéd i v jinych programech. Knihovna navenek poskytuje své sluzby
pomoci API (aplika¢ni rozhrani), coz jsou nazvy funkci (veetné popisu jejich ¢innosti),
predavané parametry a navratové hodnoty. Knihovny lze rozdélit podle vazby na pro-
gram, ktery je pouzivé, na statické a dynamické.

1.2.1.1 Statické knihovny

Statickd knihovna tvofi s preloZzenym programem kompaktni celek. V zavéretné fazi
prekladu programu ze zdrojového kodu do strojového kodu jsou volané funkce (a dalsi
jimi kaskédové volané funkce) pfipojovany linkerem (odtud oznadceni linkovani) do vysled-
ného spustitelného souboru. V horSim ptipadé je k programu piipojena celd knihovna
bez ohledu na to, jaké Casti program skuteéné vyuziva. Vysledny spustitelny soubor
tak v sobé obsahuje v8echny ¢asti, které jsou nutné pro jeho béh. Staticky slinkovany
spustitelny soubor proto typicky pfi spusténi nepotfebuje zadné dali soubory, takze je
ho mozné piekopirovat na jiny systém a jednoduse spustit (tj. bez instalace, tak, jak je
znama napiiklad pro bézné programy v Microsoft Windows). Pt. lib, .a.



1.2.1.2 Dynamické knihovny

Dynamické knihovny nejsou (na rozdil od statickych knihoven) k vyslednému spustitel-
nému souboru pridavany. V zéavéreéné fazi piekladu programu ze zdrojového kédu
do strojového kodu jsou odkazy na volané knihovni funkce pomoci linkeru (odtud oz-
naceni linkovéani) zapsany do specialni tabulky symbolu, ktera je pfipojena k vysled-
nému spustitelného souboru. Pro chod programu (tj. spusténi vysledného spustitelného
souboru) je pak nutné mit k dispozici téz p¥islusné dynamické knihovny. Pokud dynam-
ickd knihovna vyuziva ke své ¢innosti jiné dynamické knihovny, vznika fetézec zavislosti
a vSechny potfebné knihovny musi byt pfi spusténi programu pf¥itomny. Pt. .dll, .o, .so.

1.3 Hardware

Zahrnuje v8echny fyzické soucasti pocitace

e (isté elektronicka zafizeni (procesor, pamét, display)

e clektromechanické dily (klavesnice, tiskarna, diskety, disky, jednotky CD-ROM,
paskové jednotky, reproduktory) pro vstup, vystup a ukladani dat.

e Pocitac se sklada z procesoru, opera¢ni paméti a vstupné-vystupnich zafizeni.

1.4 Algoritmus

Postup pfi feSeni uréité t¥idy tuloh, ktery je tvofen seznamem jednoznacné definovanych
pitkazti a zarucuje, Ze pro kazdou pfipustnou kombinaci vstupnich dat se po provedent
kone¢ného poétu krokt dospéje k pozadovanym vysledkim.

e hromadnost - ménitelnd vstupni data
e determinovanost - kazdy krok je jednoznacné definovan

e koneénost a resultativnost - pro pripustné vstupni data se po provedeni kone¢ného
poctu krokt dojde k pozadovanym vysledkim
1.5 Program
Program je piedpis (zapis algoritmu) pro provedeni urcitych akci poéitatem zapsany v
programovacim jazyku.
1.6 Programovaci jazyk

Programovaci jazyk je prostiedek pro zapis algoritmni, jez mohou byt provedeny na poci-
taci.

1. strojové orientované

e strojovy jazyk = jazyk fyzického procesoru



e asembler = jazyk symbolickych adres
1. vy88i jazyky
e imperativni (piikazové, procedurélni)

e neimperativni (napf. funkcionalni)

1.6.1 Imperativni programovani

Hlavni rysy imperativnich jazyki (napi. C, C++, Java, Pascal, Basic, ...)

e zpracoviavané udaje maji formu datovych objekttd rtznych typt, které jsou v pro-
gramu reprezentovany pomoci proménnych resp. konstant

e program obsahuje deklarace a piikazy

e deklarace definuji vyznam jmen (identifikatorii)

e piikazy predepisuji akce s datovymi objekty nebo zptisob Fizeni vypocétu

1.7 Syntaxe

Souhrn pravidel udavajicich pFipustné tvary dil¢ich konstrukci a celého programu.

1.8 Sémantika

Udéava vyznam jednotlivych konstrukei.

1.9 Interpret

Interpret je v informatice specilni poc¢itacovy program, ktery umoziiuje piimo vykona-
vat (interpretovat) zapis jiného programu v jeho zdrojovém koédu ve zvoleném pro-
gramovacim jazyce. Program proto neni nutné ptrevadét do strojového kédu cilového
procesoru, jako je tomu v piipadé piekladace. Interpret tak umoznuje programovani
kédu, ktery je snadno pienositelny mezi riznymi pocitacovymi platformami.

1. provadéji piimo zdrojovy kod (unixovy shel, COMMAND.COM nebo interprety
jazyka BASIC)

2. prelozi zdrojovy kod do efektivnéjsiho mezikodu, ktery nésledné spusti (Perl, Python
nebo MATLAB)

3. pfimo spusti pfedem vytvoreny pfedkompilovany mezikdd, ktery je produktem ¢asti
interpretu (UCSD Pascal a Java - zdrojové kody jsou kompilovany predem, ulozeny
ve strojové nezavislém tvaru, ktery je po spusténi linkovan a interpretovan nebo
kompilovan v p¥ipadé pouziti JIT).



Interpretaéni metoda:

/vstupm’ data /zdrojovjr program

preklad

/virtuélni

pfekladad pocitad
‘ poéitaé ‘
|
; ¥ {
vnitini forma ‘ interpret ‘

v v

pocitag

| A

h 4

fvystupn\' data ;

interpretace

Zjednousenél

Interpretacni metoda - jazyk Java

Zdrojovy kéd
v jazyku Java
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o
=
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_—. & JRE
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Solaris



Java Platforma (JRE) = Java Core API + JVM

Preklad Interpretace
Disk
Zdrojovy kod,
J> -
!
AP > Kompilator Interpret

g — | (m
Byte cod Poéitaé — HW,
class vypocet

Dlsk

D Software

|| Hardware
Pozn: zjednoduseno

1.9.1 Vnitrni forma

P#i interpretaci se zdrojovy program ptelozi do vnitini formy. Ta neni strojovym jazykem
fyzického procesoru, ale je jazykem virtudlniho pocitace. Provedeni programu ve vnitini
formé na konkrétnim pocitadi zajisti interpretr.

1.10 Kompilator = prekladac

Preklada¢ (téz kompilator) je v nej¢astéjsim smyslu slova softwarovy néstroj pouzivany
programéatory pro vyvoj softwaru. Kompilator slouzi pro pfeklad algoritmi zapsanych
ve vy8Sim programovacim jazyce do jazyka strojového, ¢i spiSe do strojového kédu. Z
sirstho obecného hlediska je kompilator stroj, respektive program, provadéjici preklad z
néjakého vstupniho jazyka do jazyka vystupniho.



Kompilaéni metoda:

/vstupnf data/ /zdrojovy program/
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Kompilacni metoda - jazyk C, C++
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2 Casti programovacich jazykd

2.1 Promenna

V imperativnim programovani je proménna ,,ulozigt&* informace (tedy vyhrazené misto v
paméti - v nékterych jazycich se ovéem v pribéhu vypocétu mize misto, kde je proménné
uloZzena, ménit). Proménné nebo (v beztypovych jazycich) jeji hodnota méa typ.

Proménna je datovy objekt, ktery je oznafen jménem a je v ném uloZena hodnota
néjakého typu, kterd se mize ménit.

2.1.1 Prirazeni

Pro pfifazeni hodnoty promeénné slouzi pfikazovaci piikaz. M4 tvar <proménnd> =
<vyraz>>;

V jazyku Java zavedeme proménnou deklaraci int promenna = 0;

Prifazovac{ piikaz: promenna = 37;

Konstanté nelze pfifadit hodnota: MAX = 32 -> CHYBA!

Jazyk JAVA ma silnou typovou kontrolu, nasledujici nelze: boolean b; b = 1; ->
CHYBA!

2.1.1.1 Prirazovaci operatory

e <proménna> = <proménnd> <OP> <vyraz> eg. x = x +1

e <proménni> <OP>= <vyraz> x +=1

2.1.2 Prideleni paméti proménnym

Pridélenim paméti proménné rozumime uréeni adresy umisténi proménné v paméti poci-
tace.

2.1.3 Typy promennych

e lokalni proménné funkci - pamét piidélena pfi volani funkce, po jejim skondéeni
uvolnéna, pamét na zasobniku

e statické proménné tiid - pamét pFidélena pii zavedeni kodu t¥idy do paméti (JVM),
az do konce programu



2.2 Primitivni datové typy

Datovy typ (zkracené jen typ) specifikuje:

e mnoZinu hodnot - pro int: -2147483648 .. 2147483647

e mnozinu operaci, které lze s hodnotami daného typu provadét (pro int je to napiik-
lad: relacni operace ==, |=, >, >= < <=, jejichz vysledkem je hodnota typu boolean)

V jazyce JAVA je t¥eba deklarovat, s jakym typem dat budeme pracovat. Prekladac
tuto deklaraci hlida. V disledku reprezentace dat v pocitadi vznikaji nepfesnosti (1.00 +
2.00 se nemusi rovnat 3.00). Cisla jsou aproximovéna. Cim vétsf exponent (tzn. ¢im dale
od nuly), tim je véts$i mezera mezi aproximacemi. Kolem nuly je ¢isel nejvice. Reprezen-
tace dat v pocitadi (int, double apod.) bude podrobné&ji rozebrana pravdépodobné v
n&jaké otézce z APO.

2.2.1 JAVA - Primitivni datové typy

1.

byte: Datovy typ byte obsahuje 8bitové dvakrat doplnéné celé &islo se znaménkem.
Jeho minimdalni hodnota je —128 a maximalni 127. Datovy typ byte miZe byt
pouzit pro usetieni paméti ve velkych polich, kde se mtize ve specidlnich p¥ipadech
hodit kazdy bit. TaktéZ mize byt nahradou za typ int, kde mohou jeho limity po-
moct objasnit vas kéd; takto je hodnota limitovana vic nez tidajem v dokumentaci.

. short: Datovy typ short je 16bitové dvakrat doplnéné celé &fslo. Jeho minimaln{

hodnota je —32 768 a maximalni 32 767. Stejné jako u typu byte jsou zde stejné
pifipady pouziti: typ short muazete pouzit k uSetfeni paméti p¥i vytvaieni velkych
poli u naroénych aplikaci.

. int: Datovy typ int je 32bitové dvakrat doplnéné celé ¢islo. Jeho minimalni hod-

nota je —2 147 483 648 a maximaln{ 2 147 483 647 (27 31). Pro celo¢iselné hodnoty
je tento typ tou zékladni volbou, pokud se nedostanete do vySe popsanych situaci.
Tento datovy typ bude dostateéné velky pro vétsinu &isel ve vasi aplikaci, pokud
vsak budete potfebovat 8irsi rozsah hodnot, pouzijte misto néj typ long.

. long: Datovy typ long je 64bitové dvakrat doplnéné celé ¢islo. Jeho minimalni

hodnota je —9 223 372 036 854 775 808 a maximaln{ 9 223 372 036 854 775 807
(2°63). Pouzivejte tento datovy typ, pokud vam nebude stafit rozsah hodnot
poskytovany datovym typem int.

. float: Datovy typ floatje 32bitové IEEE 754 ¢&islo s pohyblivou desetinou ¢arkou.

Stejné jako u typu byte a short pouzivejte typ float (misto double), pokud potiebu-
jete usetiit pamét ve velkych polich. Tento datovy typ byste nikdy neméli pouzivat
pro piesné hodnoty, jako jsou finanéni ¢astky. Pro tento pfipad budete muset pouzit
t¥fidu java.math.BigDecimal.

. double: Datovy typ double je 64bitové IEEE 754 ¢islo s pohyblivou desetinou

¢arkou. Pro desetinna ¢isla je tento datovy typ tou zakladni volbou. Stejné jako
typ float se double nehodi pro presné hodnoty, jako jsou finanéni ¢astky.



7. boolean: Datovy typ boolean ma povoleny pouze 2 hodnoty: true a false. Pouzive-
jte tento datovy typ, abyste specifikovali, zda je podminka pravdiva (true) nebo
nepravdiva (false). Tento datovy typ obsahuje 1 bit informaci, ale jeho velikost
neni presné definovina.

8. char: Datovy typ char je jednoduchy 16bitovy Unicode znak (proto jsou odstranény
problémy s riiznymi jazyky). Jeho minimalni hodnou je u0000 (nebo 0) a maximalni
uffff (nebo 65535). Konverze znakid probiha v JAVA vétsinou automaticky podle
nastaveni jazyka OS.

Primitivni ¢i zakladni datove typy

Typ | Bittt | Rozsah | | obal.tiida

Celogiselny typ

byte 8 |-128 ...127 Byte

short 16 | -32768 ... 32767 Short

int 32 | -2147483648 ... 2147483647 Integer

long 64 | -9223372036854775808 ... Long
9223372036854775807

Realny typ, IEEE 754 (NaN, infinity )

float 2 IRl B o Float

double 64 | 21014 | (2-2-52)*21023 Double

Znaky, UCS2

char |16 |\w0000 to"ufffr 0..65535 | | Character

Logicky typ

boolean | 1/8 ‘ true false ‘ | Boolean

Pomochy prazdny typ

void

byte +-*/ byte ... int

short +-*/ short ... int

int +-*/ int ... int (pozor na preteceni)
long +-*/ long ... long

2.2.2 Typové konverze

Typova konverze je operace, kterd hodnotu néjakého typu prevede na hodnotu jiného
typu.

e implicitni - nap¥. int na double (kdyZ se ocekava hodnota double, ale je tam INT,
dojde k implicitn{ konverzi) - implicitni konverze je bezpetna
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e explicitini - programétor musi explicitné oznacit, je potencialné nebezpecna (muze
dojit ke ztraté informace) - eg. double -> int, double d = 1E30; int i = (int)d; //
ije 2147483647 asi 2E10

2.3 Vyrazy

Vyraz se skldda z operandid a operitorid. Operandem miize byt konstanta, proménné,
volani metody nebo opét vyraz. Operatory udéavaji, co se ma provést s jednotlivymi
hodnotami operand.
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Operatory a jejich priorita

priorita operator typ operandu asociativita operace
1 =k aritmeticky () pre/post inkremetace
- aritmeticky B pre/post dekrementace
- aritmeticky B unarni plus/minus
- celociselny P bitova inverze
! logicky P logicka negace
(typ) libovolny P pretypovani
2 A P aritmeticky 18 nasobeni, déleni, zbytek
3 - aritmeticky L odetitani
& aritmeticky, fetézovy L scitani, zretézeni
priorita operator typ operandu asociativita operace
4 << celociselny I posun vievo
>> celotiselny L posun vpravo
posun vpravo s doplfiovanim
>>> celociselny L nuly
<>, <=, >= aritmeticky L porovnani
instanceof objekt L test tridy
== 1= primitivni th rovno, neravno
celotiselny
T & nebo logicky L bitové nebo logické AND
8 0 - L bitové nebo logické XOR
9 | - = bitoveé nebo logicke OR
priorita operator typ operandu asociativita operace
logicke AND
vyhodnocované
10 && logicky L zkracené
logické OR
vyhodnocovane
1 1l logicky 1= zkracené
12 A logicky E podminény operator
13 libovolny P piifazeni

Pozor na asociativitu. Odéitani je asociativni zleva, mocnéni zprava.
Piikazovaci piikaz miZe byt vyraze: y = x = x + 6, tj. y = (x = (x + 6));
Operace && a || se vyhodnocuji zkracenym zpusobem, druhy operand se nevyhod-
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nocuje, kdyz lze vysledek uréit jiz z prvniho operandu.

2.4 Vystup

Pro vypis dat na obrazovku se v Javé pouziva pfikaz System.out.println(parametr); =
vypis na standardni vystup. Metoda je pFetizend, jako jeji parametr lze zadat vSechny
primitivni datové typy i String.

2.4.1 Formatovany vystup

Pt. System.out.printf("Cislo Pi = %6.3f %n ", Math.PI);
Specifikace formatu %|$indexParametru|[modifikator|[sitka||. pfesnost|konverze

e konverze - povinny parametr

e typ celé ¢islo d,o,x - dekadicky, oktalové a hexadecimalné

e typ double f je desetinny zapis; e,E védecky s exponentem

o sitka - poCet sdzenych mist, zarovnani vpravo

e .piesnost - pocet desetinnych mist

e modifikdtor - v zévislosti na typu konverze urcuje dalsi vlastnosti, napriklad pro
konverzi f (typ double) —> symbol + urcuje, ze mé byt vidy sdzeno znaménko, —>
symbol - uréuje zarovnani vlevo, —> symbol 0 doplnéni ¢isla zleva nulami.

Formatovany vystup

package prl 3;

public
public

System.
System.
System.
System.
System.
System.

}

class FormatovanyVystup ({

static void main(String([]

out
out
out
out
out

out

.printf ("Cislo
.printf ("Cislo
.printf ("Cislo
.printf ("Cislo
.printf ("Cislo
.printf ("Cislo

Pi =

Pi

Pi =

Pi
Pi
Pi

args) {

%26.3f zn", Math.PI);
%28.3f zn", Math.PI);
%26.5e zn", Math.PI);
%6.5g 2n", Math.PI);
%26d %n", 33);
24d zn", _=33):

Cislo Pi= 3,142

CisloPi= 3,142
Cislo Pi = 3.14159e+00
Cislo Pi= 3.1416
CisloPi= 33
Cislo Pi= -33
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2.5 Vstup

Pro vstup dat zadanych na klavesnici poslouzi tf¥ida Scanner. Je tfeba vytvofit ob-
jekt tFidy Scanner a napojit jej na standardni vstupni proud: Scanner sc = new Scan-
ner(System.in);

e sc.nextlnt() : precte celé ¢islo z fadku zadaného klavesnici (fadek je zakoncen
klavesou Enter, ¢islo je zakonfeno mezerou nebo Enter) a vrati je jako funkéni
hodnotu typu int

e sc.nextDouble() : pFecte ¢islo z Fadku zadaného klavesnici a vrati je jako funkéni
hodnotu typu double, jako oddélovac pouzijte . nebo ¢arku v zavislosti na defino-
vaném jazyku OS. Lze zménit pomoci pred vytvorenim Scanneru Locale.setDefault(Locale. ENGLISH);

e sc.nextLine() : pfette zbytek fadku zadaného klavesnici a vrati je jako funkéni
hodnotu typu String

2.6 Ridici struktury

Ridicf struktura je programova konstrukce, ktera se sklada z dil¢ich piikazt a pfedepisuje
pro né zptsob provedeni. TFi druhy #idicich struktur:

1. 1. posloupnost, pfedepisujici postupné provedeni dil¢ich pt¥ikazt

2. 2. vétveni, predepisujici provedeni dilé¢ich piikazii v zévislosti na splnéni urcité
podminky

3. 3. cyklus, pfedepisujici opakované provedeni dilé¢ich ptikazti v zavislosti na splnénf

ur¢ité podminky

2.6.1 Podminka
Prikaz if (podminény piikaz) umoziuje vétveni na zékladé podminky.
e if (podminka) piikazl else piikaz2

e if (podminka) piikazl

2.6.2 Cyklus

Zakladni piikaz cyklu, ktery ma tvar: while (podminka) p¥ikaz (blok pfikazi).

Piikaz cyklu do se od pifkazu while lisi v tom, Ze podminka se testuje az za télem
cyklu. Tvar piikazu: do piikaz while (podminka);

Poznamka k sémantice: pitkaz do provede télo cyklu alespon jednou, nelze jej tedy
pouzit v piipadé, kdy lze o¢ekavat ani jedno provedeni téla cyklu

Cyklus For: je Casto Fizen proménnou, pro kterou je stanoveno:

e jakd je pocatecni hodnota
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e jaka je koncova hodnota

e jak zménit hodnotu proménné po kazdém provedeni téla cyklu

2.6.2.1 Konecnost cykli

Vstupni podminku kone¢nosti cyklu lze ur¢it téméf ke kazdému cyklu (nékdy je to velmi
obtizné, az nespocetné). Splnéni vstupni podminky kone¢nosti cyklu musi zajistit piikazy
predchézejici prikazu cyklu.

2.6.3 Switch

Piikaz switch (pfepina¢) umozhuje vétveni do vice vétvi na zékladé rtiznych hodnot
vyrazu (nej¢astéji typu int nebo char).
Sémantika (zjednodusené):

e vypocte se hodnota vyrazu a pak se provedou ty pifkazy, které jsou oznaceny kon-
stantou oznagcujici stejnou hodnotu

e neni-li 7Z4dna vétev oznacena hodnotou vyrazu, provedou se piikazydef

2.7 Funkce

Funkce v programovani je ¢ast programu, kterou je mozné opakované volat z rdznych
mist kodu. Funkce mize mit argumenty (téz parametry) — udaje, které ji jsou predavany
pii volani — a névratovou hodnotu, kterou naopak vraci.

Deklaraci funkce tvoii hlavicka funkce a télo funkce

e Hlavicka funkce v jazyku Java ma tvar static typ jméno(specifikace parametrii) kde

- typ je typ vysledku funkce (funkéni hodnoty)

- jméno je identifikdtor funkce

- specifikaci parametri se deklaruji parametry funkce, kazdé deklarace ma tvar typ parametru
jméno_parametru (a oddéluji se ¢arkou)

- specifikace parametri je prazdna, jde-li o funkci bez parametri

e T¢lo funkce je sloZeny prikaz nebo blok, ktery se provede pfi volani funkce

e T&lo funkce musi dynamicky koncit pitkazem return x; kde x je vyraz, jehoz hodnota
je vysledkem volani funkce

2.7.1 Parametry

Parametry funkce slouzi pro pfedani vstupnich dat algoritmu, ktery je funkci realizovan.
Parametr muze byt vyraz.

2.8 Procedura

Funkce, jejiz typ vysledku je void, nevraci Zadnou hodnotu.
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2.9 Rozklad problému na podproblémy

Postupny névrh programu rozkladem problému na podproblémy:
e zadany problém rozlozime na podproblémy
e pro feSeni podproblémt zavedeme abstraktni pitkazy
e s pomoci abstraktnich prikazi sestavime hrubé reSeni

e abstraktni pitkazy realizujeme pomoci procedur (void)

2.10 Rekurze

V imperativnim programovani rekurze pfedstavuje opakované vnotené volani stejné funkce
(podprogramu).
2.10.1 Rekurzivni algoritmus

Rekurzivni algoritmus piedepisuje vypocet ,shora doli* v zavislosti na velikosti (sloZi-
tosti) vstupnich dat:

e pro nejmensi (nejjednodussi) data je vypocet pfedepsan piimo

e pro obecnda data je vypocet pfedepsan s vyuzitim téhoz algoritmu pro mensi (jednodussi)
data

Vyhoda: jednoduchost a piehlednost (to je diskutabilni).
Nevyhoda: Nevyhodou miize byt ¢asovi naro¢nost zplisobena napi. zbyteénym opakovanim
vypoctu.

2.10.2 Rekurzivni funkce

Rekurzivni funkce (procedury) jsou pifimou realizaci rekurzivnich algoritmi. Pouziti:
faktorial, fibonacciho posloupnost (zac¢ina 1,1,2,3,5,8...). Fibonacci rekurzi (slozitost ex-
ponenciilni 2"):

static int fib(int i) {
if (i<2) return 1;
return fib(i-1)+fib(i-2);
}

Fibonacci iteraéné (slozitost 3n):

static int fib(int n) {

int i, fibNMinus2=1;
int fibNMinusl=1, fibN=1;
for (i=2; i<=n; i++) {
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fibNMinus2 = fibNMinus1i;
fibNMinusi fibN;
fibN = fibNMinusl + fibNMinus2;

}

return fibN;

}

2.11 Iterace

Iterace v programovani znamena opakované volani funkce v pocitac¢ovém programu.
Zvlagtni formou iterace je rekurze. Pro naSe ucely lze chapat iteraci jako opakované
provadéni bloku piikazu, typicky pomoci cyklu.
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Spolecna cast - otazka ¢. 6

Principy objektového pristupu, trida jako: programova jednotka, zdroj
funkci, datovy typ; struktura objektu, konstruktory, pretézovani, instance
tridy, hierarchie trid, dedeni, kompozice; abstraktni tridy, polymorfismus,

rozhrani, rozhrani jako typ promenné, typ interface.

June 14, 2012



1 Objektové programovani

Objektove orientované programovani (zkracovano na OOP) je metodika vyvoje softwaru,
zalozen4 na néasledujicich myslenkach, koncepci:

1.

Objekty — jednotlivé prvky modelované reality (jak data, tak souvisejici funkénost)
jsou v programu seskupeny do entit, nazyvanych objekty. Objekty si pamatuji sviij
stav a navenek poskytuji operace (piistupné jako metody pro volani).

. Abstrakce — programator, potaZmo program, ktery vytvaii, mze abstrahovat od

nékterych detaild prace jednotlivych objektd. Kazdy objekt pracuje jako Cerna
skiifika, kterd dokaze provadét uréené ¢innosti a komunikovat s okolim, aniz by
vyzadovala znalost zpiisobu, kterym vnitiné pracuje.

. Zapouzdfreni — zarucuje, Ze objekt nemuze pfimo pfistupovat k ,vnitinostem®

jinych objektd, coz by mohlo vést k nekonzistenci. Kazdy objekt navenek zpfis-
tupiiuje rozhrani, pomoci kterého (a nijak jinak) se s objektem pracuje.

. Skladani — Objekt mize obsahovat jiné objekty.

. Delegovani — Objekt miize vyuzivat sluzeb jinych objektt tak, Ze je pozada o prove-

denf operace.

. Dédi¢nost — objekty jsou organizovany stromovym zpisobem, kdy objekty né-

jakého druhu mohou dédit z jiného druhu objektt, ¢imz pfebiraji jejich schopnosti,
ke kterym pouze pFidavaji svoje vlastni rozsifeni. Tato myslenka se obvykle imple-
mentuje pomoci rozdéleni objektd do t¥id, pfi¢emz kazdy objekt je instanci n&jaké
tiidy. Kazd4 t¥ida pak muze dédit od jiné tfidy (v nékterych programovacich jazy-
cich i z nékolika jinych t¥id).

. Polymorfismus — odkazovany objekt se chova podle toho, jaké t¥idy je instanci.

Pokud nékolik objektt poskytuje stejné rozhrani, pracuje se s nimi stejnym zpt-
sobem, ale jejich konkrétni chovani se lisi podle implementace. U polymorfismu
podminéného dédi¢nosti to znamend, Ze na misto, kde je oCekdvana instance né-
jakeé tridy, miZeme dosadit i instanci libovolné jeji podt¥idy, nebot rozhrani t¥idy
je podmnozinou rozhrani podtfidy. U polymorfismu nepodminéného dédi¢nosti
je dostacujici, jestlize se rozhrani (nebo jejich pozadované ¢asti) u raznych t¥id
shoduji, pak jsou vzajemné polymorfni.

Objektovy pfistup programovani trochu jinak:

e Modelovani problému jako systému spolupracujicich tfid



T#ida modeluje jeden koncept

Ttidy umozni generovani instanci, objektt pifslusné tiidy

Jednotlivé objekty spolu spolupracuji, ,,posilaji si zpravy“,

Ttida je ,vzorem* pro strukturu a vlastnosti generovanych objektt

Kazdy objekt je charakteristicky specifickymi hodnotami svych atributi a spoleénymi
vlastnostmi t¥idy

1.1 Trida

Ttida je zdkladem uzivatelského programu v jazyku Java (nebo obecné v OOP). Tfida
= koncept. Kazda t¥ida je reprezentovana svymi prvky, objekty dané tiidy. Kazda t¥ida
je charakterizoviana svymi vlastnostmi, svymi funk¢énimi moZznostmi a svymi parame-
try. T¥ida tedy popise néjaky “objekt” redlného problému a udrzuje jeho parametry a
poskytuje metody pro praci s nim. T¥ida v bodech:

e musi byt deklarovdna hlavni funkce main (NOTE: bylo v pfednéasce, ale neni to
pravda, t¥idy bez t¥idy main se b&zné pouziva, napf¥. jako knihovna). Funkce main
musi byt staticka, vola se jesté pted vytvorFenim néjaké instance, slouzi pro spustént
programu, testovani.

e jsou deklarovany dalsi (static) funkce (¢i procedury) t¥idy, pfipadné i v jinych
ti{idach: projekt, package

e mohou byt deklaroviny statické proménné, které jsou pouzitelné jako nelokilni
proménné ve funkcich dané t¥idy

e program probiha spusténim pitkazt metody main

Ttida je definovana mnozinou identifikatori, které maji tfidou definovany vyznam:
— data: proménné, konstanty (¢lenské proménné, datové slozky, atributy)
— metody: pracovné funkce a procedury

1.1.1 Trida = predpis vs. Objekt = instance tridy

Ttida jako Sablona pro generovani konkrétnich instanci t¥idy, tzv. objektd. Jednotlivé
instance t¥idy (objekty) maji stejné metody, ale nachézeji se v riznych stavech — Stav ob-
jektu je uréen hodnotami instan¢nich, ¢lenskych proménnych. Schopnosti objektu jsou
dény instanénimi metodami t¥idy. V jazyku Java lze objekty (instance t¥id) vytvaret
pouze dynamicky pomoci operdtoru new a pristupovat k nim pomoci referen¢nich promén-
nych (podobné jako u pole). T¥ida bez vytvofené instance (objektu) muze ,pracovat”
pouze ,staticky” (mohou byt pouzity jen jeji statické metody & proménné — proceduralni
piistup). Statické proménné = spoletné pro vSechny instance t¥idy.



1.1.2 Konstruktor tridy

Konstruktory = specialni metody pro generovan{ instanci t¥id, konkrétnich objekta.

vytvori objekt
pFipadné nastavi vlastnosti objektu

jméno konstruktoru je totozné se jménem tiidy (jedind metoda zacéinajici velkym
pismenem)

volani pomoci operatoru new, napi. malyObdelnik = new Obdelnik(2,5);
neosahuje navratovy typ - nic nevraci, vytvaif objekt

neni-li konstruktor vytvofen, je vygenerovan implicitn{ konstruktor s prazdnym
seznamem parametrd — je-li konstruktor deklarovan, implicitni zanika

1.1.2.1 Pretézovani (nejen konstruktoru tridy)

Umoziiuje objekttim voldni jedné metody se stejnym jménem, ale s jinou implementaci.
Provadi se to tak, ze se deklaruje vice metod se stejnym nazvem, které se mohou lisit
riznym poctem, typem argumentl popi. jejich pofadim. Umoziuje volat vytvoient
instance s riznymi parametry - riznym poctem i typem parametria. Pf.:

public class Obdelnik {

// vsechny konstruktory lze pouzit zvenci pro vytvoreni objektu
// kontruktor pro volani se vsemi tremi vlastnostmi,
Obdelnik(int s, int v, Color c){

sirka = s;

vyska

barva

v
C;

}

// kontruktor pouze s rozmery - vyuziva prvni konstruktor pomoci this

Obdelnik(int s, int v){
this(s,v,Color.BLACK);

}
// prazdny konstruktor

Obdelnik() {
this(0,0,Color.BLACK);

}

Konstruktor dale:



e Jméno konstruktoru je totozné se jménem tiidy
e Konstruktor nema navratovou hodnotu (ani void)
e Piedcasné lze ukoncit ¢innost konstruktoru return

e Konstruktor ma parametrovou ¢ast jako metoda - miZze mit libovolny pocet a typ
parametri

o V téle konstruktoru pouzit operator this, odkaz na pfislusny konstruktor s tymz
poétem, pofadim a typem parametri - nepiSe se jméno t¥idy

e Konstruktor je zpravidla vzdy public (!) — //tiida java.lang.Math jej ma private —
pro¢? Protoze je designovana jako utilitni t¥ida, kterd poskytuje statické metody
(a atributy) a nevyzaduje vytvoFeni instance

1.1.3 Trida jako datovy typ
Prikladem t¥idy jako datového typu je t¥ida Complex

e hodnotami typu jsou komplexni ¢isla tvofend dvojicemi ¢isel typu double (realna a
imaginarni ¢ast)

e mnozinu operaci tvoii obvyklé operace nad komplexnimi ¢isly (absolutni hodnota,
s¢itani, od¢itani, nasobeni a déleni)
1.1.4 Statické vs. Instancni metody

TtFida muze definovat dva druhy metod:
e statické metody — metody t¥idy, procedury a funkce
e instanéni metody — metody objekti

Metody obou druhii mohou mit parametry a mohou vracet vysledek néjakého typu.
Statickd metoda oznafuje operaci (dil¢i algoritmus, FeSeni diléitho podproblému), jejiz
vyvolani (provedeni) obsahuje jméno t¥idy, jméno metody a seznam skute¢nych parametri
jméno_t¥idy.jméno metody(seznam skute¢nych parametri). Statickym metodam t¥idy
odpovidaji v jinych jazycich procedury (nevraceji zadnou hodnotu) a funkce (vraceji hod-
notu néjakeho typu). Instancéni metoda oznacuje operaci nad objektem (instanci (!)) dané
tFidy, jejiz vyvolani obsahuje referencni proménnou objektu, jméno metody a seznam
skute¢nych parametri referen¢ni proménna.jméno metody(seznam skut. parametri).

e Statickym metodam t¥idy budeme i nadéle Fikat procedury a funkce

e Instanénim metodam budeme zkracené ¥fkat metody



1.1.5 Operator this
Kazdy objekt ma implicitni operdtor this, ktery obsahuje odkaz na "svou' instanci

e Hodnotou operétoru this je odkaz na objekt pro ktery byla metoda zavolana (im-
plicitni parametr odkazu na objekt)

e Umoznuje pfistup k vlastnim instanénim proménnym v instancénich metodéach
e Pouziva se v pretizenych konstruktorech
Podobné funguje operator this i pro metody:

e pokud je instan¢ni metoda voldna z jiné instan¢ni metody té samé t¥idy, potom se
vola pomoci operatoru this (operdator se muZe vynechat)

e pokud se vol4d metoda z jiného kontextu, uvadi se pfed jejim jménem pfistup k
piislusné instanci (tecka notace) napf. pfedané parametrem

e nelze volat ze statické metody - u ni by nebylo jasné, kam this odkazuje

1.2 Objekt

Objekt - datovy prvek, instance t¥idy, dynamicky vytvofen podle ,vzoru“- t¥idy (viz
sekce TtFida). Objekt si pamatuje sviij stav (v podobé dat ¢ili atributi) a zvefejnénim
nékterych svych operaci (nazyvanych metody) poskytuje rozhrani, jak s nim pracovat.
Objekt je strukturovan tzn. sklada se z jednotlivych polozek tzv. atributi. Objekt =
heterogenni objekt skladajici se z polozek rtizného typu (x pole, pole se sklada z polozek
stejného typu). Slozky objektu:

e atributy objektu (datové slozky, ¢lenské proménné (member variables)) - proménné
objektu, definuji typ a jména vlastnosti objektu

e metody

Hodnota objektu je strukturované, tzn. sklada se dil¢ich hodnot, které mohou byt obecné
rtizného typu (heterogenni datova struktura — na rozdil od pole). Objekt je tedy abstraket
pamétového mista skladajiciho se z ¢asti, ve kterych jsou uloZeny diléi hodnoty - nazyvaji
se polozkami objektu (slozkami, atributy, instanénimi proménnymi, fields, attributes).
Polozky objektu jsou oznaCeny jmény, kterda mohou (ale nemusi) byt t¥idou zvefejnéna,
zésadné se nezvefejiiuji. Pro manipulaci se zavadéji settery, gettery.

1.3 Zapouzdreni

Zapouzdieni v objektech znamené, Ze k obsahu objektu se nedostane nikdo jiny, nez sam
vlastnik. Navenek se objekt projevi jen svym rozhranim (operacemi, metodami) a komu-
nika¢nim protokolem. (P¥. private proménné -> pro manipulaci metody: nejjednodussi
napft. settery, gettery). Dulezité pojmy:



e Skladani objektii: udrzovani odkazii na jiné objekty (objekt obsahuje jiné ob-
jekty).

e Delegovani: VyuZzivani sluZeb jinych objektt.

Zapoudieni = Dany stav objektu je pFfistupny nebo ménitelny pouze prostifednictvim
rozhrani poskytovaného objektem. Dusledkem zapouzdieni je autorizovany pfistup k
dattiim, pii kterém zajistime, Ze s daty objektu nebude mozné z vnéjsku t¥idy manipulovat
jinak neZ pomoci metod této t¥idy, které tvori komunika¢ni rozhrani tfidy. Zapouzdieni
je zajisténo pomoci modifikatora:

1. public - lze je volat odkudkoli
2. protected - lze volat ze stejného package nebo odovozené ti¥idy

3. neurceny - lze volat ze stejného package; nelze volat z odvozené t¥idy lezici v jiném
package

4. private - lze je volat pouze z metod téze t¥idy

1.4 Dedicnost
Dédi¢nost je mechanismus umoziujici
e roz§ifovat datové polozky tiid (také modifikovat)
e rozSifovat & modifikovat metody t¥id
Dédi¢nost umozni
e vytvafet hierarchie t¥id
e predavat® datové polozky a metody k rozsifeni a apravé
e specializovat, ,,upfesiiovat” t¥idy
Dveé zakladn{ vyhody dédéni
e Dédén{ mé prakticky vyznam v znuvupouzitelnosti programového kédu
e Dédic¢nost je zékladem polymorfismu

Java dédi pouze od jediného pfedka. Mnohonasobné dédéni se FeSi pomoci rozhrani.
Nejvyssi tiida je Object, vSechny t¥idy dédi tiidu Object (metody: equals (standardni
implementace neporovnavéa objekty, ale reference), toString, hashCode (stejné objekty
by mély generovat stejny hashCode), clone..)



1.4.1 Priklad: Obdélnik je pripad kvadru (ne naopak)
Obdélnik je , kvadrem*“ s nulovou hloubkou
e Potomek se deklaruje pomoci klauzule extends

e Obdelnik pfevezme proménné sirka, vyska, hloubka metody hodnotaSirky, delka-
Uhlopricky

e Konstruktor se dédi, parametr hloubka se nastavi do nuly

e Objekty Obdelnik mohou vyuzivat proménné sirka, vyska a hloubka, metody hod-
notaSirky a delkaUhlopricky

public class Kvadr2 {

public int sirka;

public int vyska;

public int hloubka;

public Kvadr2(int sirka, int vyska, int hloubka) {
this.hloubka = hloubka;
this.sirka = sirka;
this.vyska = vyska;

}
public int hodnotaSirky() {

return sirka;

}
public double delkaUhlopricky() {

double pom = (sirka * sirka) + (vyskaxvyska) + (hloubka * hloubka);
return Math.sqrt(pom) ;

}
class Obdelnik?2 extends Kvadr2{

public Obdelnik2(int sirka, int vyska) {

super (sirka, vyska, 0);

1.4.2 Hiearchie trid

Tiida Tpod, kterd je podtfidou tfidy Tnad, dédi vlastnosti nadtfidy Tnad a rozsifuje je
0 nové vlastnosti; nékteré zdédéné vlastnosti mohou byt v podtfidé modifikovany. Pro
instan¢ni metody to znamené:



1. kazd4 metoda t¥idy Tnad je i metodou t¥idy Tpod, v podtiidé viak mtize mit jinou
implementaci (miZe byt zastinéna - override = Podt¥ida obsahuje metodu se ste-
jnym nazvem i stejnymi parametry, metody nadt¥idy zastin{ vlastni implementaci.
Pt. typicky toString())

2. v podtiidé mohou byt definovany nové metody
Pro strukturu objektu to znamena:
e instance ti{dy Tpod maji vSechny ¢leny tiidy Tnad a piipadné dalsi
Pro referen¢ni proménné to znamené:
e proménné typu Tnad mize byt prifazena reference na objekt typu Tpod

e na objekt referencovany proménnou typu Tnad lze vyvolat pouze metodu deklarovanou
ve t¥idé Tnad; jde-1li v8ak o objekt typu Tpod, metoda se provede tak, jak je dano
tfidou Tpod

e hodnotu referenéni proménné typu Tnad lze pfifadit referencni proménné typu
Tpod pouze s pouzitim pfetypovani, které zkontroluje, zda referencovany objekt je
typu Tpod

Vztah nadtiida — podtrida je tranzitivai = jestlize je x nad t¥fdou y a y je nad tt¥idou z,
pak je x nadtiidou z

1.5 Kompozice

Obsahuje-li deklarace ti¥idy ¢lenské proménné objektového typu, pak mluvime o kom-
pozici objekti. Kompozice vytvari hierarchii objektd, nikoli v§ak dédi¢nost. Naptiklad
tfida, kter4 obsahuje jako ¢lenskou proménnou integer, ale hlavné i napiiklad Datum
(dalsi, jiny objekt). (Kompozice oznacovana jako struktura HAS (“m4”, dédic¢nost jako
ISE “je”). Kompozice objektil je tvofena atributy objektového typu, pouze je skladéa

1.6 Polymorfismus

V programovacim jazyce se jednid o moznost volat stejné metody u rtznych objektd,
aniz bychom védéli, jakého pfesné jsou typu. Navic miize mit stejnd metoda u riznych
objektt odlisny vyznam. To je mozné diky tomu, Ze vizdy znadme spoleéného piredka
téchto rtiznych objekti. Tim miize byt t¥ida, abstraktni tF¥ida nebo rozhrani.

// soubor Osoba.java
public class Osoba {

public int fce () {

return 10;



}
// soubor Zamestnanec.java
public class Zamestnanec extends Osoba {

public int fce () {

return 20;

T

// jiny soubor

Zamestnanec a = new Zamestnanec();
Osoba b = new Zamestnanec();
Osoba ¢ = new Osoba();

System.out.println(a.fce()); // vypi8e 20
System.out.println(b.fce()); // vypiSe 20
System.out.println(c.fce()); // vypi8e 10

1.7 Abstraktni tridy

V nékterych situacich je vyhodné vytvofit jedinou bazovou t¥idu pro vice t¥id odpovi-
dajicich konkrétnim objektim, i kdyz tato samotna bazova tiida zadnému konkrétnimu
objektu neodpovida. Mtze oviem nést nékterda data a poskytovat metody, které jsou
odvozenym t¥idam spole¢né. Takova tfida se pak nazyva abstraktni a je oznacena
klicovym slovem abstract. Prekladac jazyka Java pak zajist{, Ze instanci abstraktni t¥dy
nelze operatorem new pfimo vytvorit, mohou se vytvaret pouze instance konkrétnich
t¥id.

Abstraktni tfida mize deklarovat nékteré spoletné metody a poskytovat jejich zakladni
implementaci. Pokud odvozena tiida takovou metodu nepfedefinuje, pak se pro jeji
instance pouzije implementace poskytnutd v bazové tiide.

Mohou vsak nastat i situace, kdy skutetné vyzadujeme, aby odvozené t¥idy urcitou
metodu vzdy definovaly. Takovou metodu pak také nazyvame abstraktni a oznacujeme
klicovym slovem abstract, navic u ni neni uvedeno télo a hlavicka metody je zakoncéena
stfednikem. Pokud odvozené tfida nékterou abstraktni metodu neimplementuje, musi
byt také oznacena jako abstraktni. Tim je zajiSténo, Ze instance konkrétnich t¥id maji
v8echny metody implementované.

abstract class Obrazec {

public Obrazec(double x, double y) {
this.x = x;
this.y = y;

}

public abstract double obvod();
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public abstract double obsah();
protected double x;
protected double y;

1.8 Rozhrani

Druhou velmi podobnou konstrukei jsou rozhrani (klicové slovo interface). Zakladnim
rozdilem je, Ze interface obsahuje pouze konstanty a metody bez téla (v tomto piipadé
je neoznacujeme slovem abstract). Rozhrani je kontrakt, ktery specifikuje operace, které
mé ti¥ida spliiovat, a ktery se jiz nezabyva tim, jak toho bude konkrétné dosaZeno.

Velkou vyhodou rozhrani oproti abstraktnim tiidam je, ze kazd4 t¥ida muze imple-
mentovat aZ mnoho rozhrani, aviak vzdy maximalné jednu t¥idu.

Zatimto pro dédéni t¥id (a dédeni interfacii mezi sebou) vyuzivame v hlavi¢ce kli¢ové
slovo extends, tak pro implementaci rozhrani pouzivame slovo implements.

public interface Visualni {

public void vykresli (Graphics kam);

1.8.1 Rozhrani jako typ promenné

V Javé lze definovat proménnou typu reference na rozhrani, ve které mize byt uloZena
libovolné ti{da, ktera toto rozhrani implementuje. Jména rozhran{ lze pouzivat jako
referencéni datové typy stejnym zptisobem jako jména tiid.

Visualni visualniObjekt = new VisualniKruznice(Q);
visualniObjekt = new VisualniCtverec();
1.9 Vyctové typy - enum

Vycétové typy jsou specialn{ tiidy zavedené pro vétsi bezpeci a pohodli, v nejjednodussi
varianté se definuji (ptiklad):

enum Den {SUN, MON, TUE, WED, THU, FRI, SAT;}
for ( Den d : Den.values( ) )

System.out.println( d.ordinal( )+ " " +d.name( ) );
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1 Pojmy

e Lineédrni spojova struktura (spojovy seznam) - kazdy prvek mé nanejvys jednoho
néslednika

e Nelinearni spojovéa struktura (strom) - kazdy prvek muZe mit vice naslednikii

e Binarni strom - kazdy prvek (uzel) mé nanejvys dva nasledniky

1.1 (Abstraktni) datovy typ

Pocet slozek:
e neménny = staticky datovy typ, pocet polozek je konstantni, pole, fetézec, tiida

e proménny = dynamicky datovy typ, pocet slozek je proménny, mezi operace patif
vlozeni, odebrani ur¢itého prvku

Typ polozek, dat:
e homogenni = vsechny polozky stejného typu
e nehomogenn{ = rtizného typu
Existence bezprostiedniho naslednika
e linedrni = existuje [napf¥. pole, fronta, seznam,. . .|

e nelinearni = neexistuje [strom, tabulka,. . . |



2 Spojové seznamy

Lineéarni seznam (také linedrni spojovy seznam) je dynamicka datova struktura, vzdélens
podobna poli (umoziuje uchovat velké mnozstvi hodnot ale jinym zptisobem), obsahujici
jednu a vice datovych polozek (struktur) stejného typu, které jsou navzajem linedrné
provazany vzajemnymi odkazy pomoci ukazateld nebo referenci. Aby byl seznam linedrni,
nesmi existovat cykly ve vzajemnych odkazech.

Line4rni seznamy mohou existovat jednosmérné a obousmérné. V jednosmérném sez-
namu odkazuje kazda polozka na polozku nésledujici a v obousmérném seznamu od-
kazuje polozka na nasledujici i pfedchézejici polozky. Zavadi se také ukazatel nebo ref-
erence na aktudlni (vybrany) prvek seznamu. Na konci (a zac¢atku) seznamu musi byt
definovana zarazka oznacujici konec seznamu. Pokud vytvofrime cyklus tak, Ze konec
seznamu navizeme na jeho pocatek, jedna se o kruhovy seznam.

Zakladnim prvkem spojovych struktur je dvojice:

\—~—‘— reference
i ;‘7

e reference - odkaz(y) na dalsi prvek spojové struktury, definuje operator new — zna-
zoriiujeme Sipkou

e hodnota — informace libovolného typu

Nejjednodussi typ spojové struktury — jednosmérné spojové seznamy.
Spojové struktury jsou mocnym implementaénim prostfedkem pro ADT, viz dalsi pFed-
négka o ADT a pfedmét Algoritmizace:

1. — Fronty

2. — Zasobniky
3. — Stromy

4. — Grafy

Prvek hlava = null;
int cislo= 14;
while (cislo<26) {

hlava = new Prvek(cislo,hlava);
cislo += 4;



}

Tento kod odpovida struktufe (jednosmérny seznam s odkazem pouze na hlavu):
hlava

22

)

A A
fag
B

Jednosmeérny seznam lze vylepgit, Ze se udrzuje reference i na posledni, nebo volny
prvek.

class Prvek {

int hodnota;

Prvek dalsi;

// popr. dalsi konstruktory, treba prazdny, co nastavi vse na null
public Prvek (int h, Prvek p) {

hodnota = h;
dalsi = p;

3

public class Seznam {

Prvek prvni;
Prvek volny;
public Seznam () {

prvni = new Prvek(O, null);
volny = prvni;

}

public void vlozNaKonec(int x) {
volny.hodn = x;
volny.dalsi = new Prvek();
volny = volny.dalsi;
}
public void vypis() {
Prvek pom = prvni;
while (pom!=volny) {
System.out.print (pom.hodn+" ");
pom = pom.dalsi;



}
System.out.println() ;

}

public void vlozNaZacatek(int x) {
prvni = new Prvek(x, prvni);

}

public boolean jePrvkeml(int x) {
Prvek pom = prvni;
while (pom.hodn!=x && pom!=volny)

pom = pom.dalsi;

return pom!=volny; }

} // konec tridy Seznam
// volani pr.

Seznam s = new Seznam();
s.vlozNaKonec(6);
s.v1lozNaKonec(7);
s.vypis();



3 Stromy

V informatice je strom Siroce vyuZivanou datovou strukturou, kterd predstavuje stro-
movou strukturu s propojenymi uzly.

Pojmy:

1. ,Cesta” k néjakému uzlu je definovana jako posloupnost vSech uzli od kofene k
uzlu.

2. ,Délka cesty* je rovna poétu hran, které cesta obsahuje, tedy poétu uzlt posloup-
nosti — 1 (minus jedna).

3. ,Hloubka uzlu“ je definovana jako délka cesty od kotene k uzlu. Prvky se stejnou
hloubkou jsou na ,,téze trovni®.

4. ,Vysgka stromu“ je rovna hodnoté maximdaln{ hloubky uzlu, se oznacuje téz za
,hloubku stromu“.

. ,,Sifkou stromu” je pocet uzld na stejné trovni.

. Strom mé ,nejmensi vysku“ pravé tehdy, kdyz na vSech arovnich (s moznou vyjimkou

té posledni) ma tato struktura plny pocet uzli. Uroven viech listt je stejna nebo
se 1i§f maximélné o 1.

3.1 Usporadanost

,Usporadany“ nebo takeé ,sefazeny strom* je takovy strom, ve kterém jsou vSichni pfimfi
potomci kazdého uzlu serfazeni. Tudiz, pokud uzel ma n déti, lze ur¢it prvniho pifimého
potomka, druhého pifmého potomka, az n-tého pfimého potomka. U ,neuspoiddaného
stromu se jedna o strom v Cisté strukturdlnim smyslu. To znamend, ze pro dany uzel
nejsou usporadani potomeci.

3.2 Vyvazeny strom

, VyvaZeny strom“ je takovy strom, ktery mé uzly rovnomérné rozloZzené, tedy mé nej-
mendi vysku. Idealni situace je takova, kdy ma strom v kazdé hlading, kromé posledni,
maximéalni pocet uzli, a v posledni hladiné mé uzly co nejvice vlevo.



3.3 Prochazeni stromu (podrobnéji pravdépodobne v ALG)

3.3.1 Do sirky

Prochazenim  stromu do $itky“ (anglicky ,level-order”) se rozumi prochézeni stromem
po vrstvach arovni (tzn. po hladinéch).

3.3.2 Do hloubky

Prochéazeni zac¢ina v kofeni stromu a postupuje se vzdy na potomky daného vrcholu.
Prochazeni kon¢i, kdyz v zddné vétvi (tj. v zddném podstromu) jiz neni naslednik.
Podle pofadi, ve kterém se prochéazi uzly uspoifadaného stromu, se rozlisuji t¥i zakladn{
metody:

3.3.2.1 PREORDER

1. proved akci
2. projdi levy podstrom

3. projdi pravy podstrom

3.3.2.2 INORDER
1. projdi levy podstrom
2. proved akci

3. projdi pravy podstrom

3.3.2.3 POSTORDER
1. projdi levy podstrom

2. projdi pravy podstrom

3. proved akci

Wysledky zplisobl prochdzeni v bindrnim vyhledavacim stromu,

e e N = navtiveny uzel, L = lewy, R = pravy

* Preorder (NLR):F, B. A, D, C.E.G.I.H
° o e Inorder (LNR): A, B.C.D,E.F, G. H. |
s Postorder (LRN): A, C,E.D,B.H. |G F

5 \® « Prochazeni do &itky (po vrstvach) Level-order- F, B, G, A, D, I, C, E, H



3.4 Binarni stromy

Kazdy prvek (uzel) ma nanejvys dva nésledniky (obecné lze prvkiam stromu fikat také
node, z ang., ¢teno [noudal). Binarni strom obsahuje uzly, které maji nejvice dva syny.
Dtlezité pojmy:

1. kofen stromu - nejvyssi prvek, nemd rodice
2. levy podstrom - strom levych potomki
3. pravy podstrom - pravych
4. vnitini uzel - prvek, ktery ma potomky (Casto se sem nepocita kofen, nékdy ano)
5. list - prvek, ktery jiz neméa potomky
U binarniho stromu rozlisujeme dalsi pojmy:
e Plny binarn{ strom - vSechny jeho listy jsou ve stejné hloubce.
e Uplny binarni strom - kazdy vnitini uzel méa dva syny.

e Vyvéazeny binarn{ strom - hloubka listti se od sebe lis{f maximalné o jedna.

3.4.1 Trochu matiky

e h — hloubka stromu,
e n — pocet uzld
e n( — pocet listt

e n2 — pocet vnitinich uzli

Uplny binarni strom:
miniméalni pocet uzli: n = 2" +1
maximalni pocet uzlt: n=2"*1 —1
pocet listt: n/2 (zaokrouhleno nahoru)



4 Abstraktni datové typy

Tato ¢ast predmétu PRG2 neni napsana v zadéni u této otazky a je soucasti ALG (je
pouze obsahem slajdi k PRG2). Proto zde neni popséana.
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0.1 Limita funkce a posloupnosti

0.1.1 funkce
Yy Y-

Definice. (limita pro vlastni bod a vlastni limitu)
Necht f je funkce definovand na néjakém prstencovém okoli bodu a € IR, necht L £ IR.
Rekneme, ze L je limita funkce f pro « jdouci k a*, nebo ze ,.f jde k L pro x jdouci k a*,
jestlize ¥z > 0 38 > 0 takové, ze Vo [0< |z —a|<d = |f(z)—L| < <.
Zapisujeme to ,lim (f(2)) = L,* popiipads .f(x) — L pro x — a*.

r—a
¥

—

a x
Definice.
Necht a € IR, £ > 0. Definujeme okoli bodu a:
Uda)={x e R; lv—a|<st=(a—c,a+e) s-okoli bodu a
Pala)={reR, 0<|v—a|<e}=(a—ca)U(a,a+z) prstencové s-okoli bodu «
Uf(a)={2eR; a<z<a+te}={a,alte) pravé s-okoli bodu a
Prla)={zelR;, a<az<a+te}=1(a,a+¢e) pravé prstencové s-okoli bodu a
U(a)={relR a—c<ax<a}=(a—=a) levé =-okoli bodu a
P(a)={reR, a—c<r<al=(a—c.a levé prstencové c-okoli bodu a
Definice. (jednostranné limity)

Nechf f je funkce definovana na néjakém levém prstencovém okoli bodu a € IR U {=x}, necht
L e IR

Rekneme, ze L je limita funkece f pro 2 jdouci k a zleva*,

jestlize ¥ okoli ' = U(L) 3 levé prstencové okoli P = P~ (a) takové, ze Vo € P: f(x) e U.
Rikdme také, ze ,.f jde k L pro @ jdouci k a zleva®, nebo ,f ma limitu L v a zleva®, nebo

ze f jde k L v a zleva®, Zapisujeme to , lim (f(x)) = L.* popfipadé zkrdcend , f(a™) = L*.

Necht f je funkce definovand na néjakém pravém prstencovém okoli bodu a € IR U {—oo}, necht
L e R

Rekneme, ze L je limita funkce f pro = jdouci k a zprava®,

jestlize ¥ okoli /' = U(L) 3 pravé prstencové okoli P = PT(a) takové, ze Vo € P: f(x) € U.
Rikdme také, ze .,f jde k L pro x jdouci k a zprava®, nebo ,.f ma limitu L v a zprava®, nebho

ze ,f jde k L v a zprava®. Zapisujeme to ..Ilirng (f(x)) = L*, poptipadé zkracené , f(at) = L*.

e Pokud najdeme limitu L, kteréd je realné é&islo, fekneme, 7e je to vlastni limita



a ze limita konverguje. Jinak fekneme, Ze limita diverguje. Limita nekone¢no
nebo minus nekoneéno se nazyva nevlastni limita. Pokud najdeme néjakou
limitu (vlastni ¢ nevlastni), fekneme, Ze limita existuje. Jinak fekneme, Ze limita
neexistuje.

Definice.

Nechf f je funkce definovana na neprazdné mnoziné M.

Jestlize je f omezena shora na M, definujeme jeji supremum na M, znaceno sup(f),
M

jako nejmensi horni mez f na M. Jinak definujeme sup(f) = oc.
M

Jestlize je f omezena zdola na M, definujeme jeji infimum na M, znaceno i}\lff N

jako nejvétsi dolni mez f na M. Jinak definujeme 11\51‘\‘\.;") = —oC.

0.1.2 posloupnost

a’ﬂ,

L

® & 8
TR RN
R
..
L ]
L ]

=
L ]

T T 7T T T T e
456 T8 910911213

(2

Definice: Uvazujme posloupnost a,. Rekneme, ze nekone¢no je limita této posloup-
nosti pro n jdouci do nekonec¢na, nebo ze posloupnost jde do nekone¢na pro n jdouct
do nekonecna, jestlize pro kazdé realné ¢islo K existuje pfirozené ¢islo N takové, ze
pro viechnan =N, N + 1, N 4+ 2,... mame a, > K.

Kdyz mé posloupnost limitu, kterd je realné ¢islo, fekneme, Ze posloupnost kon-
verguje. Takova limita se nazyva vlastni limita.

Kdyz mé posloupnost limitu, ktera je plus & minus nekonec¢no, fikime této limité
nevlastni limita.

KdyZz ma posloupnost limitu, vlastni ¢ nevlastni, fekneme, Ze limita existuje.
Pokud posloupnost nemé vibec zadnou limitu, fekneme, Ze limita neexistuje.

Posloupnosti s nevlastni limitou a bez limity se nazyvaji divergentni.

0.1.3 Rychlost ristu

gkala mocnin



Fakt. (Skala mocnin v nekonec¢nu)
Pro libovolna a,b > 0:

(,(1.1' ,I.,a-
lim ( ; ) = 00, lim ( ; ) = o0
Znaceni: a® > 2% > In”(x).
N n' i q" n2

n

In(n)

Tt

0.1.4 L’'Hopitalovo pravidlo

P#i hledéani limity podilu dvou funkei (i posloupnosti) dostaneme “neur¢ity podil” —¥esime
I’Hopitalovym pravidlem

i (22) i () (9 20 )y — v
= i (5)
Jm (52) = Jim (557) = (00) — i s — e b = 11)

= lim (ff(x"l)

r—oe A g'(x)
pﬁkla(lin(n) In(z)
Jm (Se) = (=) = Jm (5F)

_ << In(z) — oo proxr — o0 o I’H»

.ITZ—}'}(J]JTU.E—}DL .

=i (5) = i () - <<._,x%>> =




0.2 Derivace

0 Tar x &
Definice.
Necht f je funkce definovand na néjakém okoli bodu a.
Rekneme, ze f je diferencovatelnd v a, jestlize lim (%) konverguje.
Pak definujeme derivaci f v a jako o

fla) = lim(M)

r—a Tr—a

Alternativni vzorec: f/(a) = lim (W)

—

Leibnizovo znaceni:
df df
- (a) =

f’((.:) Cdet T da

r=a

Véta. (derivace v bodeé a skladani funkei)
Necht je funkce [ diferencovatelnd v a a funkce g diferencovatelna v b = f{a).
Pak je funkce go f = g{f) diferencovatelnd v a a plati

(go f)(a)=g¢'(f(a))- f'(a).

Definice.
Nechf f je funkce definovand na néjakém pravém okoli bodu a.

Rekneme, #e f je diferencovatelna v a zprava, jestlize lim (%) konverguje.
az—at
Pak delinujeme derivaci [ v a zprava jako

fila) = lim (M)

r—at r—a

Nechf f je funkce definovand na néjakém levém okoli bodu a.

Rekneme, #e f je diferencovatelna v a zleva, jestlize lim (%) konverguje.
T—a~

Pak definujeme derivaci f v a zleva jako

f{a) = lim (7“1) —fla) )

r—a~ €T —a



0.2.1 vlastnosti derivace

e jestlize je f diferencovatelnd v a a f"(a) # 0, pak je i p¥islusna inverzni funkce
f-idiferencovatelnd v b

o Jestlize je funkce f diferencovatelnd v bodé a, pak je f spojitd v a.
e Necht a < b jsou realna ¢isla. Necht f je funkce spojita na intervalu a,b a diferen-

covatelna na (a,b). Jestlize f(a) = f(b), pak existuje c z (a,b) takove, ze f"(c) =0
(véta o stiedni hodnoté - Rolleova véta)

Véta. (Véta o stiedni hodnoté, Lagrangeova véta)
Necht f je spojita na intervalu {a, b)

diferencovatelnd na jeho vnitfku (e, b).

by — £(a)
Pak existuje ¢ € (a,b): f'(c) = M
PY ) b—a

0.2.2 vyznam derivace
0.2.2.1 geometricky vyznam

smérnice te¢ny ke grafu dané funkce v daném bod&

i
B setna.AB
ﬂxﬂ) f—— i.............. ...................1:
i i x
o Jit% gt
ff(x ): lim f(XCI +ﬂX)-f(XU) - lnnf(X+h)'f(X)
07 x=r Ax b0 h

0.2.2.2 fyzikalni vyznam

e derivace podle ¢asové proménné, vyjadiujici rychlost zmény néjaké proménné v
Case (napf. okamZitd rychlost: v = %)

e diferencialni rovnice



0.2.3 Monotonie

e vlastnost, oznacujici, zda je funkce v bodé ¢ na daném intervalu monoténni

existuje n&jaké okoli U(a) bodu a takové, ze pro viechna x v tomto okoli plati:

rostouci

r>a= f(x)> fla)r < ah = f(z) < f(a).
klesajici

r>a= f(x)< fla) Nz <a= f(x)> f(a),
nerostouci

z>a= f(z) < fla) Nz <a= f(z) = f(a),
neklesajici

z>a= f(z) 2 fla) Ne <a= f(z) < fla).

e typ monotonie ur¢ime z prvni derivace f(x)

rostouci pro f'(x) > 0; klesajici pro f'(x) < 0

0.2.3.1 kriticky bod

Definice: Necht je funkce f definovand na néjakém okoli bodu c. Rekneme, Ze ¢ je

kriticky bod, jestlize f '(¢) = 0 nebo f (¢) neexistuje.

0.2.4 Lokalni extrémy

Definice.

Necht f: D(f) — IR je funkce, kde D(f) C IR™. Nechf @ je vnitini boad D(f).

Rekneme, ze f méd v @ lokdlni maximum nebo ze f(@) je lokalni maximum, jestlize existuje
U =U(a) takové, ze f(d@) = f(¥) pro visechna xr € U.

Rekneme, 7e f mé v @ lokdlni minimum nebo ze f(@) je lokilni minimum, jestlize existuje
U = U(d) takové, ze f(&@) < f(F) pro vsechna r € U.

Pokud jsou v definici maxima/minima ostré nerovnosti pro @ # d, pak se doty®ny extrém nazvva

ostry.

Necht je f spojita v c:

e Jestlize existuje pravé okoli ¢, na kterém je f rostouci, a levé okoli

f klesajici, pak ma f lokdlni minimum v ¢

e Jestlize existuje pravé okoli ¢, na kterém je f klesajici, a levé okoli

f rostouci, pak ma f lokdln{ maximum v ¢

a, na kterém je

a, na kterém je



Definice.

Necht f je funkce definovand na intervalu I.
Rekneme, Ze f je na intervalu I konvexni, jestlize
7 fW = f@)  f2) - fly)

y—x - =1

Vo <y<ze

Rekneme, #e f je na intervalu I konkavni, jestlize
fly) = f=)  fz) = Ty)

y—x - =1

Ve<y<zel:

inflexni bod - f pfechazi z konvexni na konkdvni nebo naopak a je tam dvakrat
diferencovatelna

0.2.5 Asymptoty

Definice.
Necht f je funkce definovana na néjakém jednostranném prstencovém okoli bodu a € IR.
Rekneme, ze pifmka = = a je svisld asymptota f, nebo ze f ma svislou asymptotu v a, jestlize
lim (f(z)) = +oc nebo lim (f(x)) = +oc.
x—at r—a~

Definice.

Necht f je funkce definovana na okoli co.

Rekneme, ze piimka ¥ = B je vodorovna asymptota f v oo,
jestlize T11‘11310(_,7"(:1')) =B.

Necht f je funkce definovana na okoli —ec.
Rekneme, ze primka 3 = B je vodorovna asymptota f v —oc,

jestlize lim (f(x)) = B.
E——00

Definice.
Necht f je funkee definovana na okoli co.
Rekneme, ze pifmka y = Az + B je $ikma asymptota [ v oo,
jestlize lim (f{x) — (Az+ B)) = 0.
r—00
Necht f je funkee definovand na okoli —oo.

Rekneme, ze piimka y = Az + B je $ikma asymptota f v —oo,
jestlize lim (f(x) — (Az + B)) = 0.
r——00

0.2.6 Parcialni derivace

Parcialni derivace funkce vice proménnych predstavuje v matematice takovou derivaci
dané funkce, p¥i které se derivuje pouze vzhledem k jedné z proménnych, ostatni
proménné jsou povazovany za konstanty

0.2.7 Gradient

= diferencialni operator udavajici smér ristu



Definice.
Necht f: D(f) — IR je funkee, D(f) C IR". Nechf @ je vnitini bod D(f).
Jestlize existuji vSechny parcialni derivace g—i(&) pro = 1,... ,n, pak definujeme gradient f v @
jako vektor

af 7]
V@) - (i(a) 'a;zj; (a)).

Alternativni znadeni: V f(@) = ﬁ’f(&) = grad(f)(@).

Véta. (Sylvesterovo kritérium)

Necht @ je oteviend mnozina v IR® a f € CL(G).

Necht @ € G je stacionarni bod f a H je Hessova matice f v @ Nechf A; jsou levé horni
subdeterminanty H.

Jestlize A; = 0 pro viechna i, pak je f(@) (ostré) lokdlni minimum.

Jestlize Ay < 0, Az > 0, Az < 0 atd. az (—1)"Ay, = 0, pak je (@) (ostré) lokilni maximum.
Jestlize Az < 0, pak je f(d) sedlovy bod.
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Abstract
Vyznam integralu, zakladni metody vypoctu a nevlastni integral; rady
a jejich konvergence (vyznam, piiklady pouziti, geometricka fada), Tay-
loriv polynom a frada.

1 Integral

1.1 Neurdity integral

Poznamka: Habala ho ztotoZiiuje s Newtonovym (sou i jiny definice, ale drzel
bych se jeho)

= mnozina primitivnich funkci integrované funkce

Primitivni funkce: Necht f je funkce na intervalu I. Rekneme, 7e funkce F
je primitivni funkce k f na I, jestlize je F spojita na I, diferencovatelnd na jeho
vnittku 1€ a F* = f na I°.

Newtontiv integral: Necht f je funkce, kterdA mé na intervalu I primi-
tivni funkci. Definujeme neurcity integral f na I jako mnozinu vSech takovych
primitivnich funkei. Znaceni: [ f(x)dz = {F; F je primitivni funkce k f na
I}. Jestlize mame jednu takovou primitivni funkci F, pak nepifesné ale tradi¢né
piseme [ f(z)dx = F(x)+ C,z € I.

1.2 Urdity integral

Riemanntv (urdity) integral odpovida matematickému obsahu oblasti pod
grafem f, ktery je roven geometrickému obsahu ¢4sti nad osou x minus obsah
¢asti pod osou x.

Nekoneény soucet nekoneéné malych (tizkych) sloupci pod kifivkou



fx]

a b
2 f(x)dz

1.2.1 Vypodet uréitého integralu

e Standardni zpisob vypoc¢tu uréitého integralu je zalozen na zakladni
vété integralniho poétu

Nejprve se najde primitivni funkce F k dané funkci f na daném intervalu a,b a
pak se pouzije Newton-Leibniztav vzorec:

b
f f(z)dz = F(b) — Fl(a).
F(b) — Fla) = [F(z)]".

funguje jen pro funkce f, které jsou spojité na uzavieném intervalu <a,b>,
jinak Fesime jako nevlastni integral

¢ pii hledéni primitivni funkce se pouzivi metoda substituce a per-partes



1.3 Nevlastni integral

Definice: Necht a je realné &islo, necht b > a je redlné ¢islo nebo b = oo
Necht f je funkce Riemannovsky integrovatelna na intervalech a, B pro v8echna
B z (a, b). Pak definujeme nevlastni Riemanniv integral z f od a do b jako:

o nevlastni integral se jedna pokud:

e jedna ¢i obé integraéni meze (koncové body integraéniho intervalu) jsou

nekone¢né

¢ integrovana funkce neni spojita v nékterych bodech integra¢niho intervalu

/: flz)dx = th}g_ (‘/ﬂB fla) d:r-)
fb fle)de = A]im (fb f{:r]ldcif)
a rat N4

1.4 Metody vypoctu
1.4.1 substituce

obecné
y = glx)

[ ra@ng@ar=| 2 =95 = [ ray
=My)+C=F(glz))+C.

priklad

_/wtg[ ) die = fii?{{;; dax = [5'11'1]{1') cos(x) de =

1
— /Edy =Inly| +C = In|sin(z)| + C, & # kr.

y = sin(x)
dy = cos(x) dx




1.4.2 per-partes
obecné&
[ g @)z -
.pfiﬁklad
[" rcos(x)dr = ‘

0

[f@9@)]’

glx) da.

ff

g = cos(x)
g = sin(x)

f==
[r=1

— [;}; sin{;};)]: - /TT sin(x) de
0

= wsin(r) —0— f sin(x) dr = — [W sin(x) di.

0

1.4.3 parcialni zlomky

N 7

=2 GoaT

n=1i= ].

Ara

?11

;o:c

.17

Al.z

zz’ﬁ

m=1j=1

S (z—a)

+ AQ.]

(= ay)?

j.’l’f'f'(-?m.j
+ by + Cm)j

1.4 L

(x —ay )™

Az, T A

(r —a2)
Brar +C1y

+...+

(r—an) (x —ag)™v
Biar+ Cia Biyr+Cry,

(z —a2)™

(x? + by + 1)

Bz + Cua
(.‘L‘z + bj,'.l.‘ + C‘\,;J

1.4.4

f;z:“(h:— L
o

fld'::—ln|:z:|+c, x#0
r

a+1

+1

sin(z) do = —cos(x) + C
/

fest
s
e

_/l T 5 dx = arctg(z) + C

) dr = sin(z) + C
sinh(z) dr = cosh(x) + C

cosh(x) dr = sinh(x) + C

2 Rady

Definice: Necht ay >,

+C, x> 0;

(22 + b+ c1)? Tx? b et
B}\.Lf“ r+ (;Y‘i\.[.f“
(.’152 + bg.[.’.!f + C‘”){” ’

tabulkové integraly

proa # —1
/erdx—er-l-c

1
| a e

(@) +C. x# 5 +kr

/ ! d:r:—('otg(]+6 x # km
] d:r_tgh( 0+ C
('oqh
/ dr = —cotgh(z) +C, 2 #£0
sin
mda:—mcsm( )+ C, xe(-1,1)

je posloupnost (redlnych ¢isel). Pojmem Fada (redlnych

¢isel) rozumime abstraktni symbol



o0
Zk:no ak . . .
Pro v8echna cela ¢isla N > ng definujeme jeji ¢astecné soucty fady vzorcem:

Sy = Zg:no ay

e fada konverguje k A, jestlize posloupnost s,, konverguje (k A).
ZZ‘;M ar = a

e fada diverguje, jestlize posloupnost s, diverguje.

ZZ’;”U ay = oo

priklad:
> 1
E_zl FAop Ll L
ﬁlqk 2 4 ke 16

ll] 1

N
. |
en el

2.0.5 Testovani konvergence fad

Absolutni konvergence: Rada Z;o:no ay, absolutné konverguje, pokud kon-

verguje .2 [ay|

metody testovani (vSechny na http://math.feld.cvut.cz/mt /txte/2/txc3eb2.htm)

Véta. {integralni kritérimm)

Necht f = 0 je nerostouci na (ng,c0) pro ng € Z.

- o0 7

Rada % f(k) konverguje prave tehdy. kdyz f‘f“:) dx konverguje.
k=mng

Mg

Navic pak plati

ff[.a:]d.a: < Z flE) < f(ng) + ff{.e:] dr.
g k=ng o



Dusledelk. (p-test)
1
Z: T konverguje tehdy a jen tehdy, kdyz p > 1.

Véta, (srovnavaci kritérium)

Uvazujme Fady > ap, > by.

Necht existuje ng tak, aby 0 < ap < by pro viechna k = ny.
(i) Jestlize 3~ by konverguje, pak také ¥ ap konverguje.
(ii) Jestlize 3 ay diverguje, pak také > by diverguje

Symbolicky: a < b, = Y ar <3 b.

Veéta, (limitni srovnavaci kritérium)
Uvazujme fady > ap, 3 by.
Nechf existuje ng € Z tak, aby ag, by = 0 pro viechna k = ng.

Predpokladejme, ze lim (a—k) =A>0 Pak
k—eoa bk

3 ap konverguje tehdy a jen tehdy, kdyz konvergnje 3 by.

Symbolicky: ag ~ b = > ap ~ Y b

Véta.

Uvazujme fadu > ag. nechf a; > 0 pro viechna k.

(1) (limitni) odmocninové kritérium:

Predpokladejme, ze p = klim (Fi\,’aj konverguje.
i— 0

1) Jestlize o < 1, pak > ap konverguje.

2) Jestlize o = 1, pak } a; diverguje (= oc).

L, [

(ii) (limitni) podilové kritérium:

g
Predpokladejme, ze A = lim ( H_l) konverguje.
fe—oa g )
1) Jestlize A < 1, pak 3 ap konverguje.

2) Jestlize A > 1, pak 3 ay diverguje (= o).

e pro alternujici fady (“stfidajici +, —+,...”)



Véta. (Leibnizovo kritérium)
Uvazujme fadu 3 ag. necht ap = (—1)%by.
Predpokladejme, ze by = 0 pro viechna k a {be} je nerostouct.

Rada 3 (=1)%b konverguje prave tehdy, kdyz Fblim iby) = 0.
S——

2.1 Geometricka fada

=soucet ¢lenti geometrické posloupnosti (ant1 = an - q)
definice: Necht a,q € R. Rada ZZ‘;nO a-¢* se nazyva geometricka rada.
Soucet geometrické fady je dan jako limita posloupnosti n-tych ¢aste¢nych
souctu:

: . a . ay gt
lim 5, = lim —1—1— lim — 4
n—+o0 n—soeo ] — g mnooco g —
1—“}; pro |g| <1
lim s, = +00, prog =1

e nekonverguje (osciluje) prog < -1

2.2 Aplikace rad
2.2.1 pouziti Fourierovych fad pro frekvenéni analyzu

Slouzi k zépisu jakéhokoliv periodického prubéhu pomoci goniometrickych funkei
sinus a kosinus.

Zakladni myslenka Fourierovych fad je, ze danou funkci vyjadiime jako kom-
binaci oscilaci, poc¢inaje tou, jejiz frekvence je déna zadanou funkci (bud jeji
periodicitou nebo délkou omezeného intervalu, na kterém je zadéna), a pak se
berou néasobky této frekvence ¢ili pouzivame délenych period.

¢ zvukova komprese: KdyZ dostaneme zvukovy vzorek, Fourierova trans-
formace nam umoziuje jej rozlozit na zakladni viny a uchovat v tomto
tvaru.

e uchovavani obrazové informace (napf. databéze otiski)

2.2.2 Mocninna fada ve vypocétech

e Pied rozmachem kalkulackek se pii vypoctech viechny funkce nahrazovaly
Taylorovymi fadami, popiipadé jejich koneénymi ¢astmi - polynomy.

o vycisleni Pi: Pi je transcendentni ¢islo, coz znamend, Ze jej nemiizeme
vyjadiit pomoci algebraickych operaci. Jeden zpusob jeho vy¢isleni nabizi
rady.

e vypocet slozitych integrald, které nelze vyjadfit pomoci elementéarnich
funkei a obvyklych operaci (veetné skladani)



e Tayloriv polynom

2.3 Tayloriav polynom a rfada

Taylorav polynom aproximuje hodnoty funkce, kterd ma v daném bodé derivaci,
pomoci polynomu, jehoZ koeficienty zévisi na derivacich funkce v tomto bodé.
Cim vySsi stupen tim vyssi presnost pro vzdalengjsi body.

Ta(2) = f(a) + fla)(@ —a) + §if"(a)(x — a)* + ...+ ;f™a)(z — a)"

fe=()
Taylorova fada se lisi od polynomu tim, Ze se jedna o nekoneény soucet
— f™)(a) k
T(x) = E TI:,I —a)".
fe=i(l

2.3.1 dilezité fady

= —ak =1 T -T— T :
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ln{.z:)—zt lﬁ_ (z —1)*
h=1
— 132 I T 144
:(:r—l)—(”!: D +(£ V' _(-1) +..., x e (0,2);
2 3 4
R 2., .3
]_T_Z:r =l+a+2+28+..., re(—1,1)
k=0
AN (AN Ak
(c+x) —z i e
k=0
=Z"1(‘4_1)'”;‘;{ (A— kA l)c"‘ka:"‘, x € (—e,c).



10 Syntaxe a sémantika vyrokové a
predikatové logiky. Sémanticky
disledek a tautologicka ekvivalence.
Booleovsky kalkul. Rezolucni metoda

(AOBO1LGR)

10.1 Vyrokova logika
10.1.1 Vyroky

Mame danou neprazdnou mnozinu A tzv. atomickych vyrokid (téz jim fikdme logické
promeénné). Konefnou posloupnost prvkia z mnoziny A, logickych spojek a zéavorek
nazyvame vgrokovd formule (zkracené jen formule), jestlize vznikla podle nasledujicich
pravidel:

1. Kazda logickd proménna (atomicky vyrok) a € A je vyrokova formule.

2. Jsou-li v, B vyrokové formule, pak —a, (a A f), (aV B), (a = B) a (a < ) jsou
také vyrokové formule.

3. Nic jiného nez to, co vzniklo pomoci kone¢né mnoha pouziti bodi 1 a 2, neni
vyrokové formule.

Vsechny formule, které vznikly z logickych proménnych mnoziny A, znacime P (A).

Poznamka: Spojka — se nazyvé undrni, protoze vytvari novou formuli z jedné formule.
Ostatni zde zavedené spojky se nazyvaji bindrni, protoze vytvareji novou formuli ze dvou
formuli.

V dalsim textu logické proménné oznacujeme malymi pismeny napt. a,b,c,... nebo
x,Y, 2, ..., vyrokové formule oznac¢ujeme malymi feckymi pismeny napf. «, 3,7, ... nebo
©, 1, . ... Také vétsinou nebudeme ve formulich psat ty nejvic vnéjsi zavorky - tj. piSeme

aV (b= c) misto (aV (b= c)).

10.1.2 Syntakticky strom formule

To jak formule vznikla podle bodu 1 a 2, si miZzeme znazornit na syntaktickém stromu,
téz derivacnim stromu dané formule. Jedna se o kofenovy strom, kde kazdy vrchol, ktery
neni listem je ohodnocen logickou spojkou a jedné-li se o binarni spojku, mé vrchol dva
nésledniky, jedna-li se o unérni spojku, mé vrchol pouze jednoho néaslednika. Pfitom pro



formule (a A ), (aV ), (o = B) odpovida levy néslednik formuli «, pravy néslednik
formuli 5. Listy stromu jsou ohodnoceny logickymi proménnymi.
10.1.3 Podformule

Ze syntaktického stromu formule o jednoduSe pozname vSechny jeji podformule: Pod-
formule formule « jsou vSechny formule odpovidajici podstromim syntaktického stromu
formule a.

10.1.4 Pravdivostni ohodnoceni

Pravdivostni ohodnocend, téz pouze ohodnoceni formuli, je zobrazeni u : P (A) — {0, 1},
které splhuje pravidla

1. =« je pravdiva pravé tehdy, kdyZ « je nepravdiva, tj. u (—a) = 1 pravé tehdy, kdyz
u (o) = 0;

2. a A [ je pravdiva pravé tehdy, kdyZz a a 8 jsou obé pravdiva, tj. u(aAp) =1
pravé tehdy, kdyz u () = u (8) = 1;

3. aV B je nepravdiva pravé tehdy, kdyz a a 8 jsou obé nepravdivé, tj. u(a Vv ) =0
pravé tehdy, kdyz u () = u (8) = 0;

4. o = f3 je nepravdiva pravé tehdy, kdyz a je pravdiva a § nepravdiva, tj. u (o = ) =
1 pravé tehdy, kdyz u (o) =1 a u (8) = 0;

5. a & B je pravdiva pravé tehdy, kdyz bud obé formule oo a 8 jsou pravdivé nebo
obé jsou nepravdivé, tj. u (o < ) = 1 pravé tehdy, kdyz u (a) = u (8).

10.1.5 Pravdivostni tabulky

Vlastnosti, které ohodnoceni formuli musi mit, znazoriiujeme téZz pomoci tzv. pravdi-
vostnich tabulek logickych spojek. Jsou to:

o ||

0 1

1
a‘ﬁ“a/\ﬂ‘a\/ﬂ‘ai,@‘a@ﬁ
010 0 0 1 1
01 0 1 1 0
110 0 1 0 0
1|1 1 1 1 1

10.1.6 Veta

Kazdé zobrazeni ug : A — {0,1} jednozna¢né urcuje ohodnoceni u : P(A) — {0,1}
takové, ze ug (a) = u (a) pro vsechna a € A.



10.1.7 Dasledek

Dvé ohodnoceni u,v : P (A) — {0,1} jsou shodné pravé tehdy, kdyz pro v8echny logické
proménné z € A plati u () = v (x).

10.1.8 Tautologie, kontradikce, splnitelné formule

Formule se nazyva tautologie, jestlize je pravdiva ve v8ech ohodnocenich formuli; nazyva
se kontradikce, jestlize je nepravdiva ve vSech ohodnocenich formuli. Formule je spinitelnd,
jestliZe existuje aspon jedno ohodnoceni formuli, ve kterém je pravdiva.

Piiklady:

1. Formule oV —a, « = «, a = (8 = «) jsou tautologie.
2. Formule a V b, (a = b) = a jsou splnitelné, ale ne tautologie.

3. Formule a A =« je kontradikce. Kontradikce je také kazda negace tautologie.

10.1.9 Tautologicka ekvivalence formuli

Rekneme, ze formule ¢ a1 jsou tautologicky ekvivalentni (také sémanticky ekvivalentni),
jestliZe pro kazdé ohodnoceni u plati u (¢) = u ().
Tvrzeni: Pro kazdé formule «, 3, plati:

. al-la,
e je-li a |=| B, pak i B |=| «,
o jelia|=[fap|=[v pakial|=|y.
Jsou-li «, 3,7, 0 formule spliwjici a |=| B a v |=| J, pak plati
.« ~a || -5
o (@A) |=[(BAG), (aV) =] (BV), (a=) =] (B=19), (a=) =] (B0

Priklad: Pro kazdou formuli « je formule o = (8 = «) tautologie.
Ano, mame

a=(B=a)|=|-aV(=fVa) =] (-aVa)V-p,

kde posledni formule je tautologie.

10.1.10 Tvrzeni
Pro kazdé formule «, 3, plati

e aNa|=| a, aVa|=| a (idempotence A a V);

e aNf |=| fAa, aV B |=| BV a (komutativita A a V);



o aN(BAY) =] (@AB) Ay, aV (BVY) =] (aV B) VY (asociativita A a V);
o aA(BVa)|=|a aV(BAa)|=| a (absorpce A a V);

o wma |- o

e (a=B) |- (~aV B).

Poznamka: Plati « |=| 8 pravé tehdy, kdyz o < f je tautologie.

10.1.11 Dalsi spojky

Kazda formule s jednou (nebo Zzadnou) logickou proménnou predstavuje zobrazeni z
mnoziny {0, 1} do mnoziny {0, 1}. Existuji ¢ty¥i takova zobrazeni:

x| Al L] fs ]| fa
O 0|0 1|1
1{01]11]0]1

Funkce f7 je konstantni 0, jedna se o kontradikci a budeme ji znacit F. Podobné funkce
fa je tautologie (konstantni 1), zna¢ime je T. Funkce f; je vlastné logickd proménné = a
funkce f3 je —x. Tedy neméame dalsi unérni spojky.

10.1.12 NAND
Logické spojka |, nazyvana NAND (také Sheffuv operator), je definovéna

rlyl=l~(zAy).

10.1.13 NOR
Logicka spojka |, nazgvana NOR (také Peiceova Sipka), je definovana

zlyl=l-(zVy).

10.1.14 XOR
Loficka spojka @5, nazyvana XOR (také vyluCovaci nebo), je definovana

e@y =~z sy).



10.1.15 CNF a DNF

Kazdé formuli o n logickych proménnych odpovida pravdivostni tabulka. Na tuto tabulku
se muzeme divat jako na zobrazeni, které kazdé n-tici 0 a 1 pfifazuje 0 nebo 1. Ano,
radek pravdivostni tabulky je popsan n-tici 0 a 1, hodnota je pak pravdivostni hodnota
formule pro toto dosazeni za logické proménné. Zobrazeni z mnoZiny vSech n-tic 0 a 1 do
mnoziny {0, 1} se nazyva Booleova funkce. Naopak plati, Ze pro kazdou Booleovu funkei
existuje formule, ktera této funkci odpovida. Ukazeme v dalsim, Zze dokonce muzeme
volit formu ve specidlnim tvaru, v tzv. konjunktivnim normdlnim tvaru a disjunktivnim
normdlnim tvaru.

10.1.16 Booleova funkce

Booleovou funkci n proménnijch, kde n je prirozené ¢&islo, rozumime kazdé zobrazeni
f:{0,1}" — {0,1}, tj. zobrazeni, které kazdé n-tici (z1,x2,...,x,) nul a jednicek
prifazuje nulu nebo jedni¢ku (oznacenou f (z1,z2,...,xy)).

10.1.17 Disjunktivni normalni tvar

Literdl je logickd proménna nebo negace logické proménné. Rekneme, ze formule je v
disjunktivnim normdlnim tvaru, zkracené v DNF' jestlize je disjunkci jedné nebo nékolika
formuli, z nichz kazda je literadlem nebo konjunkci literald.

Poznamenejme, Ze literalu nebo konjunkci literala se také rika minterm. Jestlize kazdy
minterm obsahuje v8echny proménné, fikaime, Ze se jedna o uplnou DNF.

Véta: Ke kazdé Booleové funkci f existuje formule v . DNF odpovidajici f.

Diusledek: Ke kazdé formuli « existuje formule 3, ktera je v DNF a navic a |=| .

10.1.18 Konjunktivni normalni tvar

Rekneme, ze formule je v kongunktivnim normdlnim tvaru, zkracené v CNF| jestlize je

konjunkci jedné nebo nékolika formuli, z nichZ kazd4 je literalem nebo disjunkei literala.
Poznamenejme, ze literalu nebo disjunkci literalu se také rika maxterm nebo klausule.

Jestlize kazda klausule obsahuje vSechny proménné, ¥ikame, Ze se jedné o dplnou CNF.
Véta: Ke kazdé Booleové funkci f existuje formule v CNF odpovidajici f.
Dausledek: Ke kazdé formuli « existuje formule 3, ktera je v CNF a navic a |=| 5.

10.1.19 Booleovsky kalkul

Vime, Ze pro pravdivostni ohodnoceni formuli plati:

u(aVb) =max{u(a).u(b)} = max{x,y},
u(aAb) =min{u(a),u(d)} = min{z,y},

u(-a)=1—u(a)=1-u=.



kde z = u (a), y = u (b).

10.1.20 Booleovské operace

To motivuje zavedeni booleovskych operaci (pro hodnoty 0,1):

soucin x -y =min{z,y},
logicky soucet = +y = max{z,y},

doplnék r=1-—n=x.

Pro tyto operace plati fada rovnosti, tak, jak je zndme z vyrokové logiky:
Tvrzeni: Pro vSechna z,y,z € {0,1} plati:

l.zz=z,2+2x=ux

2.zy=y-r,z+y=y+uz;

Box-(y-2)=(-y) ze+y+tz)=@+y +z

4. z-(y+o)=x, 2+ (y-x)=ux;
Soaw-(y+z)=(@-y+@ 2), v+ 2)=(@+y) (@+2)
6. gzm;

7. c+y=2 -9, -y=72+7;

S.z+x=1,2-2=0;

9. 2-0=0,z-1=u;

10, z4+1=1,z+0==x.

10.1.21 Booleovy funkce v DNF a CNF

Nyni miZeme pro Booleovu funkci psat pomoci vySe uvedenych operaci, napt.

f(z,y,2) = TYz + Tyz + Tyz + Tyz + xyz
a fTikat, Ze jsme Booleovu funkci napsali v disjunktivni normdlni formé. Rovnost
opravdu plati; dosadime-li za logické proménné jakékoli hodnoty, pak prava strana rovnosti
urcuje hodnotu Booleovy funkce f. Obdobné jako jsme Booleovu funkci f napsali v dis-

junktivni normaéalni formé, muZzeme ji také napsat v konjunktivni normdlni formeé a to
takto:

flr,y,z)=(Z+y+2)(T+y+2)(T+7+2).
Véta: Kazdou Booleovu funkci lze napsat v disjunktivni normalni formé i v konjunk-
tivni normalni forme.



10.1.22 Sémanticky disledek
10.1.22.1 Mnozina formuli pravdiva v ohodnoceni

Rekneme, ze mnozina formuli S je pravdivd v ohodnoceni u, jestlize kazdéa formule z S
je pravdiva v u, tj. je-li u(p) = 1 pro v8echna ¢ € S. Jinymi slovy, mnoZina formuli
S je nepravdiva v ohodnoceni u, jestlize existuje formule ¢ € S, kterd je nepravdiva v
ohodnoceni w.

Fakt, Ze mnozina formuli S je pravdiva v ohodnoceni u zapisujeme téz u (S) = 1, fakt,
7e S je nepravdiva v u, zapisujeme také u (S) = 0.

Poznamka: Préazdna mnozina formuli je pravdiva v kazdém ohodnoceni.

10.1.22.2 Splnitelnd mnozina formuli

Rekneme, Ze mnozina formuli S je splnitelnd, jestlize existuje pravdivostni ohodnoceni
u, v némz je S pravdiva. V opacném piipadé se mnozina S nazyva nesplnitelnd.
Poznamenejme, Ze prazdné mnozina formuli je splnitelné.

10.1.22.3 Sémanticky dasledek

Rekneme, ze formule @ je konsekventem, téz sémantickym nebo tautologickym disledkem
mnoziny formuli S, jestlize ¢ je pravdiva v kazdém ohodnoceni u, v némz je pravdiva S.

Fakt, ze formule ¢ je konsekventem mnoziny S, oznac¢ujeme S = . Je-li mnozina S
prazdna, piSeme = ¢ misto ) &= . Je-li mnozina S jednoprvkova, tj. S = {a}, piSeme
a = ¢ misto {a} = ¢.

10.1.22.4 Priklady

Pro kazdé t¥i formule «, 8, plati:
1. {a,a = B} E B.
2. {a=B,8=7}E (a=1).
3. {a = 6,78} E —a.

4. {aV p,a=v,=7}F1.

10.1.22.5 Tvrzeni

1. Je-li S mnozina formuli a ¢ € S, pak ¢ je konsekventem S, tj. S = ¢ pro kazdou
pels.

2. Tautologie je konsekventem kazdé mnoziny formuli S.
3. Formule ¢ je tautologie pravé tehdy, kdyz = .

4. Kazda formule je konsekventem nesplnitelné mnoziny formuli.



10.1.22.6 Poznamka

Uvédomme si, ze o =| B pravé tehdy, kdyZz plati soucasné « |= § a také g = a.

10.1.22.7 Tvrzeni

Pro kazdé dvé formule v a 5 plati:
a | B pravé tehdy, kdyZz o = f je tautologie.

10.1.22.8 Veta

Pro mnozinu formuli S a formuli ¢ plati:
S E ¢ prave tehdy, kdyz S U {—¢} je nesplnitelna.

10.1.22.9 Veta o dedukci

Pro mnozinu formuli S a formule ¢ a 9 plati
S U{¢} E ¢ prave tehdy, kdyz S = (¢ = ).

10.1.23 Rezolucni metoda ve vyrokové logice

Rezoluéni metoda rozhoduje, zda dan& mnozina klausuli je splnitelné nebo je nesplnitelné.
Tim je také "universalni metodou” pro feSeni zakladnich problému ve vyrokové logice,
nebot:

1. Dané formule ¢ je sémantickym dtsledkem mnoziny formuli S pravé tehdy, kdyz
mnozina S U {—¢} je nesplnitelna.

2. Ke kazdé formuli a existuje mnozina klausuli S, takové, Ze a je pravdiva v ohod-
noceni u pravé tehdy, kdyz v tomto ohodnoceni je pravdivd mnoZina S,.

10.1.23.1 Klausule

Mnozinu v8ech logickych proménnych oznadime A. Piipoménme, Ze literdl je bud log-
ickd proménna (tzv. positivni literdl) nebo negace logické proménné (tzv. negativni
literdl). Komplementdrni literdly jsou literaly p a —p. Klausule je literal nebo disjunkce
kone¢né mnoha literalt (tedy i zadného). Zvlastni misto mezi klausulemi zaujiméa prazdnd
klausule, tj. klausule, kterd neobsahuje zadny literal a tudiz se jedné o kontradikci. Proto
ji budeme oznacovat F.

Pro jednoduchost zavedeme néasledujici konvenci: Mame dénu klausuli C a literal p,
ktery se v C vyskytuje. Pak symbolem C'\ p oznacujeme klausuli, ktera obsahuje vSechny
literaly jako C kromé p. Tedy napf. je-li C' = —a V y V -z, pak

C\—z=-zVy.



10.1.23.2 Rezoloventa

Rekneme, 7e klausule D je rezolventou klausuli C; a Cy pravé tehdy, kdy# existuje literal
p takovy, ze p se vyskytuje v klausuli C7, —p se vyskytuje v klausuli Cy a

D = (Ci\p)V(C2\ —p).

Také fikame, Ze klausule D je rezolventou C7 a Cs podle literdlu p a znatime D =

res, (C1,C2).

10.1.23.3 Tvrzeni

Mame dany dvé klausule C7, Co a ozna¢me D jejich rezolventu. Pak D je sémanticky
dusledek mnoziny {C1, Ca}.

10.1.23.4 Tvrzeni

Mame danu mnozinu klausuli S a ozna¢me D rezolventu nékterych dvou klausuli z
mnoziny S. Pak mnoZiny S a S U {D} jsou pravdivé ve stejnych ohodnocenich.

10.1.23.5 Rezolucni princip

Oznacme
R (S) = SU{D|D je rezoloventa nékterych klausuli z S}
RY(S)=S

R*1(S)=R(R'(S)) proi € N

R*(S)=U {Ri (S)]i > O}.

Protoze pro konecénou mnozinu logickych proménnych existuje jen koneéné mnoho
klausuli, musi existovat n takové, ze R™(S) = R""!(S). Pro toto n plati R*(S) =
R*(9).

10.1.23.6 Veta (Rezolucni princip)

Mnozina klausuli S je splnitelna pravé tehdy, kdyz R* (S) neobsahuje prazdnou klausuli
F.

10.1.23.7 Zakladni postup

Ptedchozi véta dava navod, jak zjistit, zda dan&d mnozina klausuli je spnitelna nebo je
nesplnitelné:

1. Formule mnoziny M pfevedeme do CNF a M pak nahradime mnozinou S vSech
klausuli vyskytujicich se v nékteré formuli v CNF. Klausule, které jsou tautolo-
giemi, vynechdme. Jestlize nAm nezbyde zadné klausule, mnozina M se skladdala z
tautologii a je pravdivi v kazdém pravdivostnim ohodnoceni.

2. Vytvoifime R* (5).



3. Obsahuje-li R* (S) prazdnou klausuli, je mnozina S (a tedy i mnozina M) nes-
plnitelné, v opa¢ném pripadé je M splnitelna.

Je ziejmé, Ze konstrukce celé mnoziny R* (S) muZe byt zbyteéna — staci pouze zjistit,
zda R* (S) obsahuje F.

10.1.23.8 Vyhodnejsi postup

Existuje jesté jeden postup, ktery usnadni praci s pouzitim rezolucéni metody. Ten ne-
jenom ze ndm odpovi na otazku, zda konefnd mnozina klausuli S je splnitelna nebo
nesplnitelna, ale dokonce nam umozni v piipadé splnitelnosti sestrojit aspon jedno prav-
divostni ohodnoceni, v némz je mnozina S pravdiva.

Mame kone¢nou mnozinu klausuli S, kde zadn4 klausule neni tautologii. Zvolime jednu
logickou proménnou (ozna¢me ji z), ktera se v nékteré z klausuli z S vyskytuje. Najdeme
mnozinu klausuli S7 s témito vlastnostmi:

1. Zadna klausule v S, neobsahuje logickou proménnou z.
2. Mnozina S7 je splnitelnd pravé tehdy, kdyz je splnitelnd ptivodni mnozina S.

Mnozinu S; vytvoiime takto: Rozdélime klausule mnoziny S do ti{ skupin: My se sklada
ze vsech klausuli mnoziny S, které neobsahuji logickou proménnou z.

M, se sklada ze vSech klausuli mnoziny S, které obsahuji positivni literal z.

M-, se sklada ze v8ech klausuli mnoziny S, které obsahuji negativni literal —z.

Oznacme N mnozinu v8ech rezolvent klausuli mnoziny S podle literalu z; tj. rezolvent
vzdy jedné klausule z mnoziny M, s jednou klausuli z mnoziny M-,. VSechny tautologie
vyfadime.

Polozime S1 = My U N.

Tvrzeni: Mnozina klausuli S7 zkonstruovana vySe je splnitelné pravé tehdy, kdyz je
splnitelnd mnozina S.

Dostali jsme tedy mnozinu klausuli Sy, které jiz neobsahuje logickou proménnou z a
je splnitelna pravé tehdy, kdyz je splnitelnd mnozina S. Navic, mnozina S; ma o jednu
logickou proménnou méné nez mnozina S.

Nyni opakujeme postup pro mnozinu S;. Postup skonéi jednim ze dvou mozZnych
zpusobii:

1. Pfi vytvareni rezolvent dostaneme prazdnou kalusuli F. Tedy S je nesplnitelna.

2. Dostaneme prazdnou mnozinu klausuli. V tomto p¥ipadé je mnozina S splnitelna.

10.2 Predikatova logika

10.2.1 Syntaxe predikatové logiky

Nejprve zavedeme syntaxi predikatové logiky, tj. uvedeme pravidla, podle nichz se tvoii
syntakticky spravné formule predikatové logiky. Vyznam a pravdivostni hodnota nas
bude zajimat az déle.
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Spravné utvofené formule budou fetézce (posloupnosti) symboli tzv. jazyka predikd-
tové logiky.

10.2.1.1 Jazyk predikatové logiky £
Jazyk predikdtové logiky se sklada z
1. logickyjch symboli, tj.:
a) spoCetné mnoziny individualnich proménnych: Var = {z,y,...,z1,z2,...}
b) vyrokovych logickych spojek: =, A, V, =, <
c¢) obecného kvantifikdtoru V a existenéniho kvantifikdtoru 3
2. specidlnich symboli, tj.:
a) mnoziny Pred predikatovych symboli (nesmi byt prazdna)
b) mnoziny Kons konstantnich symbola (muZe byt prazdna)
¢) mnoziny Func funkénich symboli (muZe byt prazdna)
3. pomocnych symbola, jako jsou zavorky “(,[,),]” a ¢arka “”.
Pro kazdy predikiatovy i funkéni symbol méme déno pfirozené ¢&islo n kolika objekti
se dany predikat tykéa, nebo kolika proménnych je dany funkéni symbol. Tomuto &islu
tikame arita nebo téz cetnost predikatového symbolu nebo funkéniho symbolu. Funkéni
symboly maji aritu vétsi nebo rovnu 1, predikiatové symboly pfipoustime i arity 0.

10.2.1.2 Poznamka

Predikatové symboly budeme vétsinou znacit velkymi pismeny, tj. napt. P,Q, R, ..., P, P, .. ;
konstantni symboly malymi pismeny ze zacatku abecedy, tj. a,b,c,...,a1,a2,..., a
funkéni symboly vétsinou f,g,h, ..., f1, fo,.... Formule predikatové logiky budeme oz-
nacovat malymi feckymi pismeny (obdobné&, jako jsme to délali pro vyrokové formule).
Kdykoli se od téchto konvenci odchylime, tak v textu na to upozornime.

Poznamejme, Ze prestoze ¢asto budeme mluvit o n-adrnich predikatovych symbolech a
n-arnich funkénich symbolech, v bézné praxi se setkime jak s predikity, tak funkcemi
arity nejvyse t¥i. Nejbéznéjsi jsou predikaty a funkéni symboly arity 1, tém fikdme téZ
undrng, nebo arity 2, tém fikame téz bindrni.

Predikatové symboly arity 0 pfedstavuji nestrukturované vyroky (netykaji se zadného
objektu). Timto zptisobem se v predikatové logice da popsat i vyrok: , Prsi”.

10.2.1.3 Termy

Mnozina termd je definovana témito pravidly:

1. Kazda proménna a kazdy konstantni symbol je term.
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2. Jestlize f je funkéni symbol arity n a t1,ta,...,t, jsou termy, pak f (t1,t2,...,t,)
je také term.

3. Nic, co nevzniklo koneénym pouzitim pravidel 1 a 2, neni term.

Poznamka: Term je zhruba feceno objekt, pouze muze byt slozitéji popsan nez jen
proménnou nebo konstantou. V jazyce predikatové logiky termy vystupuji jako ,,pod-
statnd jména’.

10.2.1.4 Atomické formule

Atomickd formule je predikdtovy symbol P aplikovany na tolik termt, kolik je jeho arita.
Jinymi slovy, pro kazdy predikatovy symbol P € Pred arity n a pro kazdou n-tici termu
ti,to, ..., ty je P(ty,to,...,t,) atomickd formule.

10.2.1.5 Formule

Mnozina formuli je definovana témito pravidly:

1. Kazda atomicka formule je formule.

2. Jsou-li p a9 dvé formule, pak (—¢), (¢ AY), (¢ V), (¢ = ¥), (¢ < 1) jsou opét
formule.

3. Je-li ¢ formule a x proménna, pak (Vzy) a (3xp) jsou opét formule.

4. Nic, co nevzniklo pomoci kone¢né mnoha pouziti bodu 1 az 3, neni formule.

10.2.1.6 Konvence

1. Upln& vngjsi zavorky nepiieme. Piseme tedy napi. (JzP(z)) V R(a,b) misto
((BzP (2)) V R (a,b)).

2. Spojka ,negace” ma vzdy prednost pfed vyrokovymi logickymi spojkami a proto
piSeme napft. Vz (=P (z) = Q (x)) misto Yz ((=P (x)) = Q (x)).

10.2.1.7 Syntakticky strom formule

Ke kazdé formuli predikatové logiky muzeme ptiradit jeji syntakticky strom (téz derivacni
strom) podobnym zpusobem jako jsme to udélali v piipadé vyrokovych formuli. Rozdil
je v tom, Ze kvantifikdtory povaZzujeme za unérni (tj. maji pouze jednoho néaslednika)
a také pro termy vytvarime jejich syntakticky strom. Listy syntaktického stromu jsou
vzdy ohodnoceny bud proménnou nebo konstantou.
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10.2.1.8 Podformule

Podformule formule ¢ je libovolny podietézec ¢, ktery je sam formuli. Jinymi slovy:
Podformule formule ¢ je kazdy Tetézec odpovidajici podstromu syntaktického stromu
formule ¢, uréenému vrcholem ohodnocenym predikdtovym symbolem, logickou spojkou
nebo kvantifikdtorem.

10.2.1.9 Volny a vazany vyskyt promenné

Mame formuli ¢ a jeji syntakticky strom. List syntaktického stromu obsazeny proménnou
x je vyskyt proménné z ve formuli ¢. Vyskyt proménné x je vdzany ve formuli @, jestlize
pfi postupu od listu ohodnoceného timto z ve sméru ke kofeni syntaktického stromu
narazime na kvantifikitor s touto proménnou. V opac¢ném piipadé mluvime o volném
vyskytu proménné z.
10.2.1.10 Sentence
Formule, kterd méa pouze vazané vyskyty proménné, se nazyva sentence, téZz uzaviend
formule. Formuli, kterd mé pouze volné vyskyty proménné, se rikd oteviend formule.
10.2.1.11 Legalni prejmenovani proménné
Prejmenovani vyskytt proménné z ve formuli ¢ je legalnim pfejmenovanim proménné,
jestlize

e jedna se o vyskyt vazané proménné ve ;

e piejmenovavame vSechny vyskyty = vazané danym kvantifikatorem;

e po prejmenovani se zadny diive volny vyskyt proménné nesmi stat vazanym vyskytem.

10.2.1.12 Rovnost formuli
Dvé formule povazujeme za stejné, jestlize se lisi pouze legalnim prejmenovanim vazanych
proménnych.

Kazdou formuli ¢ lze napsat tak, Ze kazda proménna mé ve formuli bud jen volné
vyskyty nebo jen vazané vyskyty.
10.2.2 Sémantika predikatové logiky

Nyni se budeme zabyvat sémantikou formuli, tj. jejich vyznamem a pravdivosti.

10.2.2.1 Intepretace jazyka predikatové logiky

Interpretace predikatové logiky s predikatovymi symboly Pred, konstantnimi symboly
Kons a funkénimi symboly Func je dvojice (U, [—]), kde

e U je nepriazdnd mnozina nazyvana universum;
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e ([-]) je prifazeni, které

1. kazdému predikatovému symbolu P € Pred arity n pfifazuje podmnozinu |P|
mnoziny U™, tj. n-arni relaci na mnoziné U.

2. kazdému konstantnimu symbolu a € Kons prifazuje prvek z U, znacime jej
lal,

3. kazdému funkénimu symbolu f € Func arity n pfifazuje zobrazeni mnoziny
U™ do U, znac¢ime je [f],

Mnozina U se nékdy nazyvi domain a oznacuje D.

10.2.2.2 Kontext proménnych
Je dana interpretace (U, [—]). Kontext proménnych je zobrazeni p, které kazdé proménné
x € Var pritadi prvek p(z) € U. Je-li p kontext proménnych, x € Var a d € U, pak
pla=d
oznacuje kontext proménnych, ktery mé stejné hodnoty jako p, a lisi se pouze v
proménné z, kde ma hodnotu d. Kontextu proménnych p [z := d] téz Fikdme update
kontextu p o hodnotu d v .

10.2.2.3 Interpretace termi pri daném kontextu promeénnych

Je dana interpretace (U, [—]) a kontext proménnych p. Pak termy interpretujeme nasle-
dujicim zptisobem.

1. Je-li term konstatni symbol a € Kons, pak jeho hodnota je prvek [a]p = [a]. Je-li
term proménna z, pak jeho hodnota je [z], = p (2).

2. Je-li f(t1,t2,...,t,) term. pak jeho hodnota je

[ (bt t)l, = 1 (1], oo [l )

Jinymi slovy, hodnota termu f (t1,%2,...,t,) je funkéni hodnota funkce [f] prove-
dené na n-tici prvku [t1],,...,[tn], 2 U.
10.2.2.4 Pravdivostni hodnota formule v dané interpretaci a daném kontextu

Nejprve definujeme pravdivost formuli v dané interpretaci (U, [—]) pfi daném kontextu
proménnych p:

1. Necht ¢ je atomickd formule. Tj. ¢ = P(ty,t2,...,t,), kde P je predikatovy
symbol arity n a ty,ta,...,t, jsou termy. Pak ¢ je pravdiva v interpretaci (U, [—])
a kontextu p pravé tehdy, kdyz
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(it ) € [P].

Jinymi slovy: ¢ je v na$i interpretaci pravdiva pravé tehdy, kdyz n-tice hodnot
termu ([tl]p ey [tn]p> mé vlastnost [P |.
2. Jsou-li ¢ a 1 formule, jejichz pravdivost v interpretaci (U, [—]) a kontextu p jiz

znédme, pak

e —p je pravdiva pravé tehdy, kdyZ ¢ neni pravdiva.

e v A je pravdiva pravé tehdy, kdyz ¢ a ¢ jsou pravdivé.

e V1 je nepravdiva pravé tehdy, kdyz ¢ i ¢ jsou nepravdivé.

e = 1 je nepravdiva pravé tehdy, kdyz ¢ je pravdiva a v je nepravdiva.

e p & 9 je pravdiva pravé tehdy, kdyz bud obé formule ¢ a 1 jsou pravdivé,

nebo obé formule ¢ a 1 jsou nepravdivé.

3. Je-li ¢ formule a z proménna, pak

e Vzyp (z) je pravdiva prave tehdy, kdyz fromule ¢ je pravdiva v kaZdém kontextu
plz :=d], kde d je prvek U.

e Jzy (x) je pravdiva pravé tehdy, kdyz fromule ¢ je pravdiva v aspori jednom
kontextu p [z := d], kde d je prvek U.

10.2.2.5 Pravdivostni hodnota sentence

Sentence ¢ je pravdivd v interpretaci (U,[—]) pravé tehdy, kdyZ je pravdiva v kazdém
kontextu proménnych p.

Poznamenejme, Ze pro sentence v predchozi definici jsme mohli pozadovat pravdivost
v alespon jednom kontextu.

10.2.2.6 Model sentence

Interpretace (U, [—]), ve které je sentence ¢ pravdiva, se nazyva model sentence .

10.2.2.7 Tautologie, kontradikce, splnitelna sentence

Sentence ¢ se nazyva tautologie, jestlize je pravdiva v kazdé interpretaci. Sentence se
nazyva kontradikce, jestlize je nepravdiva v kazdé interpretaci. Nazyvé se splnitelnd,
jestlize je pravdiva v aspon jedné interpretaci.

Také jsme mohli formulovat pfedchozi definice pomoci pojmu ,,model”. Tautologie je
sentence, pro kterou je kazd4 interpretace jejim modelem; sentence je splnitelnd, ma-li
model; sentence je kontradikce, nema-li model.

Nasledujici sentence jsou tautologie. (P je unarni predikdtovy symbol, @ je binarni
predikatovy symbol a a je konstantni symbol.)
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1. (VaP (x)) = P (a);
2. P(a) = (FzP (x));
Nasledujici sentence jsou splnitelné formule:

1. Va3yQ (z,y),
2. VaVy(z +y =y +x),

kde @ = jsou binarni predikatové symboly, + je bindrni funkéni symbol.

Zvlastni priklady kontradikci neuvadime. Kontradikce jsou pfesné ty formule, jejichZ
negace je tautologie. Tak napt. formule (VzP () A = (VaP (x))) je kontradikce. Je dobré
si uvédomit, Ze jde o ,dosazeni” formule Vx P (x) do vyrokové kontradikce p A —p.

10.2.2.8 Splnitelné mnoziny sentenci

Mnozina sentenci M je splnitelnd pravé tehdy, kdyz existuje interpretace (U, [—]), v niz
jsou vSechny sentence z M pravdivé. Takové interpretaci pak fikdme model mnoziny
sentenci M.

Mnozina sentenci M je nespinitelnd, jestlize ke kazdé interpretaci (U,[—]) existuje
formule z M, které je v (U, [—]) nepravdiva.

7 posledni definice vyplyva, Ze prazdna mnozina sentenci je splnitelna.

10.2.3 Tautologicka ekvivalence
10.2.3.1 Tautologicka ekvivalence sentenci

“ekneme, ze dvé sentence ¢ a Y jsou tautologicky ekvivalentni pravé tehdy, kdyz maji
stejné modely, tj. jsou pravdivé ve stejnych interpretacich. Jinymi slovy, maji stejnou
pravdivostni hodnotu ve vSech interpretacich.

Nékdy se 1ika, Ze sentence jsou sémanticky ekvivalentni misto, Ze jsou tautologicky
ekvivalentni.

Poznamka: D4 se jednoduse dokazat, ze tautologicka ekvivalence je relace ekvivalence
na mnoziné vSech sentenci daného jazyka L a Ze ma podobné vlastnosti jako tautologickéa
ekvivalence formuli vyrokové logiky.

10.2.3.2 Tvrzeni

Necht ¢ a 1 jsou sentence. Pak plati:
© |=| ¥ pravé tehdy, kdyz ¢ < 1 je tautologie.
Tautologické ekvivalence: (P a @ jsou unarni predikatové symboly.)

L =(VaP () |=| (3z-P (2)),
2. = (FzP (x)) |=| (Vz—P (x)).
3. (VaP () A (VeQ (z)) [=| Yo (P () A Q (2));
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10.2.4 Sémanticky disledek
10.2.4.1 Sémanticky disledek

Rekneme, Ze sentence ¢ je sémantickym disledkem, téz konsekventem mnoziny sentenci
S pravé tehdy, kdyz kazdy model mnoziny S je také modelem sentence . Tento fakt
znacime

S E .

Miuzeme téz Tici, ze sentence ¢ neni konsekventem mnoziny sentenci S, jestlize existuje
model mnoziny S, ktery neni modelem sentence ¢. To znamena, Ze existuje interpretace
(U, [—]), v niz je pravdiva kazda sentence z mnoziny S a neni pravdiva formule ¢. Jedné se
tedy o obdobny pojem jako ve vyrokové logice, pouze misto o pravdivostnim ohodnoceni
mluvime o interpretaci.

10.2.4.2 Konvence

Jestlize mnozina sentenci S je jednoprvkova, tj. = {¢}, pak piSseme 9 = ¢ misto
{¥} E ¢. Je-li mnozina S prazdn4, piSeme = ¢ misto 0 = .

Obdobné jako pro vyrokovou logiku, dostavame fadu jednoduchych pozorovani. Pro
mnoziny sentenci M, N a sentenci ¢ plati:

1. Je-lip € M, je M = .

2. JecliNCMaNE@jeiMEep.

3. Je-li ¢ tautologie, pak M = ¢ pro kazdou mnozinu sentenci M.
4. Je-li = ¢, pak ¢ je tautologie.

5. Je-li M nesplnitelnd mnozina, pak M |= ¢ pro kazdou sentenci .

10.2.4.3 Tvrzeni

Necht ¢ a 1 jsou sentence. Pak plati:
@ |=| 9 prave tehdy, kdyz o E ¢ a9 = .

10.2.4.4 Tvrzeni

Necht ¢ a 1 jsou sentence. Pak plati:
© E 1 pravé tehdy, kdyz ¢ = 1) je tautologie.

10.2.4.5 Veta

Pro kazdou mnozinu sentenci S a kazdou sentenci ¢ plati:
S | ¢ pravé tehdy, kdyz S U {—¢} je nesplnitelnd mnozina.
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10.2.5 Rezolucni metoda v predikatové logice

Rezolu¢éni metoda v predikatové logice je obdobna stejnojmenné metodé ve vyrokové log-
ice. OvSem vzhledem k bohatsi vnitini struktuie formuli predikitové logiky je slozitéjsi.
Pouziva se v logickém programovani a je zakladem programovaciho jazyka Prolog.

Nejprve zavedeme literaly a klausule v predikatové logice.

10.2.5.1 Literal

Literdl je atomicka formule (tzv. pozitivni literdl), nebo negace atomické formule (tzv.
negativnd literdl). Komplementdrni literdly jsou dva literaly, z nichZ jeden je negaci
druhého.

10.2.5.2 Klausule

Klausule je sentence takova, Ze vSechny kvantifikdtory jsou obecné a stoji na zacatku
sentence (na jejich poradi nezalezi) a za nimi nasleduji literal nebo disjunkce literala.

Ve vyrokové logice jsme pro kazdou formuli o na8li k ni tautologicky ekvivalentni
mnozinu klausuli S, a to tak, ze a i S, byly pravdivé ve stejnych pravdivostnich ohod-
noceni. Takto jednoducha situace v predikitové logice neni. UkaZeme si, jak k dané
sentenci ¢ najit mnozinu klausuli S, a to tak, Ze ¢ je splnitelnd pravé tehdy, kdyz
mnozina S, je splnitelna.

10.2.5.3 Rezoloventy klausuli

Ve vyrokové logice jsme rezolventy vytvareli tak, ze jsme si vzdy vzali dvé klausule, které
obsahovaly dvojici komplementéarnich literald, a vysledné rezolventa byla disjunkei vSech
vytvarime rezolventy v predikitové logice, si ukdzeme na piikladech.

Poznamka: Ne vzidy rezolventa existuje.

10.2.5.4 Priklad

Najdéme rezoloventu klausuli K1 = VaVy (P (z) V =Q (z,y)) a Ko = VaVy (Q (z,y) V R (y)),
kde P a R jsou unérni predikatové symboly a @ je binarni predikatovy symbol, x,y jsou
promeénneé.

Klausule K7 a Ky obsahuji dvojici komplementarnich literald, totiz =Q (x,y) je literal
K aQ (z,y) jeliteral Ky. Rezoloventou klausuli K a K je tedy K = VaVy (P (z) V R (y)).

10.2.5.5 Unifikacni algoritmus

Vstup: Dva positivni literaly Ly, Lo, které nemaji spoleéné proménné.

Vystup: HlaSeni neexistuje v piipadé, ze hledané substituce neexistuje, v opatném
piipadé substituce ve tvaru mnoziny prvku tvaru z/t, kde z je proménnd, za kterou se
dosazuje, a t je term, ktery se za proménnou x dosazuje.
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. Polozme E1 = Ll,EQ = LQ,H = @

. Jsou-li F4, Ey prazdné fetézce, stop. Mnozina 6 urcuje hledanou substituci. V
opa¢ném pripadé polozime E; := F16, Ey := E20 (tj. na Ej, Ey provedeme substi-
tuci 0).

. Ozna¢ime X prvni symbol Fetézce E1, Y prvni symbol Fetézce Fo.

. Je-li X =Y, odstranime X a Y z pocatku Fy a Ey. Jsou-li X a Y predikatové
nebo funkéni symboly, odstranime i jim pfislusné zavorky a jdeme na krok 2.

. Je-li X proménna, nedélame nic.

Je-li Y proménna (a X nikoli), pfehodime Ey, Fy a X, YV .

Neni-li ani X ani Y proménné, stop. Vystup neexistuje.

. Je-li Y proménna nebo konstanta, polozime 6 := 6 U {X/Y}. Odstranime X a Y
ze zaCatkua Fetézci Fp a Fy (spolu s ¢arkami, je-li tfeba) a jdeme na krok 2.

. Je-li Y funkéni symbol, oznac¢ime Z vyraz skladajici se z Y a vSech jeho argumentt
(véetné zavorek a ¢arek). Jestlize Z obsahuje X, stop, vystup neexistuje.

V opaéném piipadé polozime 0 := 0 U {X/Z}, odstranime X a Z ze zacatka E; a
E, (odstranime ¢arky, je-li tfeba) a jdeme na krok 2.

10.2.5.6 Rezolucni princip

Je obdobny jako rezolu¢ni princip ve vyrokové logice:
Je dana mnozina klausuli S. Oznacme
R (S) = SU{K]|K je nejobecnéjsi rezoloventa nékterych klausuli z S}
RY(S) =8
R*1(S)=R(R'(S)) proi €N
R*(S) =U{R (5)]i = 0}.
MnoZina klausuli S je splnitelna pravé tehdy, kdyz R* (S) neobsahuje prazdnou klausuli

Jestlize je mnozina S kone¢n4, existuje pFirozené &islo ng takové, ze R™ (S) = R"0!,

Pak R* (S) = R™ (S).
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1 Orientované a neorientované grafy,
souvislost, silna souvislost, stromy a
kostry, Eulerovy grafy, Hamiltonovy
grafy, nezavislé mnoziny, barveni
grafu. (AOBO1LGR)

1.1 Definice orientovaného grafu

Orientovany graf je trojice G=(V,E,e), kde V je koneéné mnozina vrcholu (téz zvanych
uzlit), E je koneéna mnozina jmen hran (téZ nazyvanych orientovanych hran) a \epsilon)
je prifazeni, které¢ kazdé hrané e \epsilon E pfifazuje usporadanou dvojici vrcholi a
nazyva se vztah incidence.

Jestlize e(e)=(u,v) pro u,v € V, fikime, ze vrchol u je po¢atecni vrchol hrany e a vrchol
v je koncovy vrchol hrany e; zna¢ime PV(e)=u a KV(e)=v. O vrcholech u,v fikdme, Ze
jsou krajni vrcholy hrany e, téZ Ze jsou incidentni s hranou e. Jestlize pocaténi vrchol a
koncovy vrchol jsou stejné, fikdme, Ze hrana e je orientovana smycka.

1.2 Definice neorientovaného grafu

Nerientovany graf je trojice G=(V,E,e), kde V je kone¢na mnozina vrchola (téz zvanych
uzlii), E je kone¢nd mnoZina jmen hran a € je pfifazeni, které kazdé hrané e € F pfifazuje
mnozinu {u,v} pro vrcholy u,v € V' a nazyva se vztah incidence. Jestlize e(e)={u,v} pro
u,v € V, fikdme, ze u,v jsou krajni vrcholy hrany e, téZ Ze jsou incidentni s hranou e. Je-li
u=v, fikime Ze e je (neorientovana) smycka.

1.3 Stromy

Orientovany nebo neorientovany graf se nazyva strom, je-li souvisly a neobsahuje-li kruz-
nici

V kazdém stromu s alespofi dvéma vrcholy existuje vrchol stupné 1.

Kazdy strom o n vrcholech mé n-1 hran.

Poznamka Mg&jme souvisly graf G. Piidame-1li k nému hranu (aniz bychom zvétsili mno-
zinu vrcholi), zustane graf souvisly.



Mé&jme graf G bez kruznic. Odebereme-li v grafu G hranu, vznikly graf opét nebude
obsahovat kruZnici.

Strom je graf, ktery méa nejmensi pocet hran aby mohl byt souvisly a soucasné
nejvétsi pocet hran aby v ném neexistovala kruznice.

Tvrzeni Je dan graf G, pak nasledujici je ekvivalentni

1. G je strom

2. Graf G nemd kruZnice a pridame-li ke grafu libovolnou hranu uzavieme presné
jednu kruznici.

3. Graf G je souvisly a odebranim libovolné hrany piestane byt souvisly.

Poznamenejme, Ze prfidanim hrany zde rozumime pfidani hrany mezi jiz existujici vrcholy
(dalsi vrcholy nepridavame)

1

1.4 Souvislost

1.4.1 Souvislé grafy

Rekneme, Ze graf je souvisly, jestlize pro kazdé dva vrcholy u, v grafu existuje neori-
entované cesta z u do v. Poznamenejme, Ze vzdy existuje cesta z vrcholu u do sebe,
totiz trivialni cesta. Také plati, Ze neorientované cesta z vrcholu u do vrcholu v je také
neorientovanou cestou z v do u.

1.4.2 Komponenty souvislosti

Mame dan graf G. Komponenta souvislosti (nékdy téz komponenta slabé souvislosti) je
maximalni mnoZzina vrcholi A takova, ze indukovany podgraf uréeny A je souvisly.

Maximalni mnoZinou zde rozumime takovou mnozinu A, pro kterou plati, Ze pridame-
li k mnoziné A libovolny vrchol, podgraf indukovany touto vétsi mnoZinou uZ souvisly
nebude.

1.5 Silna souvislost

1.5.1 Silne souvislé grafy

Rekneme, Ze orientovany graf G je silné souvisly, jestlize pro kazdé dva vrcholy u, v
existuje orientovana cesta z vrcholu u do vrcholu v a orientované cesta z vrcholu v do
vrcholu u.

1/ /see also: podgrafy
2/ /see also: paralelni hrany, prosty graf, stupné vrcholii, matice incidence, sled, tah a cesta



Poznamka V definici silné souvislého grafu jsme mohli pozadovat pouze existenci ori-
entované cesty z vrcholu u do vrcholu v. Je to proto, Ze existenci takové cesty
vyzadujeme pro v8echny dvojice vrchold, tedy i pro dvojici v, u. Déle si uvédomte,
ze vzdy existuje orientovana cesta z vrcholu do sebe — je to trivialni cesta.

Souvisly graf je silné souvisly pravé tehdy, kdyz kazda hrana lezi v néjakém cyklu.
3

1.6 Minimalni kostra

1.6.1 Kostra grafu

Je dén souvisly graf G. Faktor grafu G, ktery je stromem, se nazyva kostra grafu G.
Pripomenme, Ze faktor grafu G je podgraf grafu G, ktery ma stejnou mnoZzinu vrchola
jako G.

1.6.2 Minimalni kostra

Je dan souvisly graf G spolu s ohodnocenim hran ¢, tj. pro kazdou hranu e € E(G) je
déano ¢islo c(e) (¢islo c¢(e) nazyvame cenou hrany e).

Minimalni kostra grafu G=(V,E) je takova kostra grafu K=(V,L), Ze e € Lc(e) je
nejmensi (mezi vSemi kostrami grafu G).

1.6.2.1 Tvrzeni

V kazdém souvislém ohodnoceném grafu existuje minimalni kostra. Nemusi vS8ak byt
jedina. Obecny postup pro hledani minimélni kostry

1.6.3 Obecny postup pro hledani minimalni kostry
Je déan souvisly graf G=(V,E) a ohodnoceni hran c.

1. Na zac¢atku méme L=0. Oznac¢ime S mnozinu v8ech komponent souvislosti grafu
K=(V,L); tj. na zacatku je s = v;v € V.

2. Dokud neni graf K=(V,L) souvisly (tj. dokud S se nesklada z jediné mnoziny),
vybereme hranu e podle nasledujicich pravidel:

a) E spojuje dvé rizné komponenty souvislosti S,S¢ grafu K (tj. dvé mnoziny z
S)
b) A pro S nebo S‘ je nejlevnéjsi hranou ktera vede z komponenty ven

Hranu e pfidame do mnoziny L a mnoziny S a S* nahradime jejich sjednocenim.

3. Postup ukonéime, jestlize jsme piidali n-1 hran (tj. jestlize se S sklada z jediné
mnoziny).

3/ /See also: Silné souvislé komponenty, kondenzace grafu, hledani silng souvislych komponent, Tarjantv
algoritmus pro nalezeni silné souvislych komponent



1.6.4 Kruskaldv algoritmus
Jedna se o modifikaci obecného postupu pro hledani minimalni kostry:

1. Setfidime hrany podle ceny do neklesajici posloupnosti, tj. c(el)<c(e2)<.....<c(em).
Polozime L=0, S =v;v € V.

2. Probirame hrany v daném poradi. Hranu ei pridame do L, jestlize ma oba krajni
vrcholy v riznych mnozinach 5,5 € S. V S mnoziny S a S‘ nahradime jejich
sjednocenim. V opa¢ném piipadé hranu preskocime.

3. Algoritmus kon¢i, jestlize jsme piidali n-1 hran (tj. S se skladé z jediné mnoziny).

1.6.5 Primav algoritmus
Jedna se o modifikaci obecného postupu pro hledani minimalni kostry:
1. Vybereme libovolny vrchol v. Polozime L=0, S={v}.

2. Vybereme nejlevnéjsi hranu e, ktera spojuje néktery vrchol x z mnoziny S s vrcholem
y, ktery v S nelezi. Vrchol y pfiddme do mnoziny S a hranu e pfidame do L.

3. Opakujeme krok 2 dokud nejsou vSechny vrcholy v mnoziné S.

1.6.6 Jadro grafu

Podmnozina vrcholi K orientovaného grafu G se nazyva jadro grafu, jestlize spliuje
nésledujici podminky:

1. Pro kazdou hranu e s pocate¢nim vrcholem PV(e) € K plati KV(e) (NENI)e K.
(Neexistuje hrana, ktera by vedla z mnoziny K do sebe)

2. Pro kazdy vrchol v, ktery nelezi v K, existuje hrana e s PV(e)=v a KV(e) ¢ K. (z
kazdého vrcholu, ktery lezi mimo K, se mizeme dostat po hrané zpét do K)

1.7 Eulerovy grafy

Tah je sled, ve kterém se neopakuji hrany. Jinymi slovy, tah obsahuje hrany grafu vzdy
nejvyse jedenkrat.

1.7.1 Eulerovské tahy

Tah v grafu se nazyva eulerovsky, jestlize prochézi kazdou hranou; jinymi slovy, obsahuje-
li kazdou hranu piesné jedenkrat. Eulerovské tahy se déli na uzaviené a oteviené, orien-
tované a neorientované.

4//See also: Kofenové stromy, kofen, naslednik, pfedchidce a list, vyska kofenového stromu, binarni
kofenové stromy, halda



1.7.2 Euleriv graf

Graf G se nazyva eulerovsky graf, jestlize v ném existuje uzavieny eulerovsky tah. V
pripadé, ze graf G je orientovany, pozadujeme existenci orientovaného uzavieného eule-
rovského tahu.

Aplikace eulerovskych tahi

e Kresleni s co nejmensim poc¢tem taht
e Uloha ¢inského postaka
e De Bruijnova posloupnost

V silné souvisém orientovaném grafu existuje uzavieny orientovany eulerovsky tah prave
tehdy, kdyz pro kazdy vrchol v grafu plati d — (v) = d + (v) (Tj. v kazdém vrcholu kon¢i
stejny pocet hran jako v ném za¢ind).

V souvislém grafu existuje uzavieny neorientovany eulerovsky tah pravé tehdy, kdyz
kazdy vrchol méa sudy stupen.

1.7.3 Postup na hledani uzavreného orientovaného eulerovského tahu

Vybereme libovolny vrchol v grafu. Protoze graf je souvisly, v kazdém vrcholu zac¢iné i
kon¢i alespon jedna hrana. Z vrcholu v vytvaiime nahodné orientovany tah; tj. proché-
zime hrany tak, abychom Zadnou hranou neprosli dvakrat. Takto pokracujeme, dokud
je to mozné, tj. dokud se nevratime do vychoziho vrcholu v a ve vrcholu v jiz nezacina
zaddna dosud nepouzitd hrana. Tim jsme dostali uzavieny tah. Jestlize tento tah obsahuje
vSechny hrany, je to hledany uzavieny eulerovsky tah. Neobsahuje-li takto zkonstruovany
tah vSechny hrany, pak na tahu existuje vrchol w takovy, Ze v ném zacind nepouzity
hrana. (To vyplyva ze souvislosti grafu.) Ziskany tah ve vrcholu w rozpojime a ndhodné
konstruujeme uzavieny tah (z dosud nepouzitych hran) zaéinajici a koncici ve vrcholu
w. Tento postup opakujeme, dokud nedostaneme tah obsahujici vSechny hrany.

Tvrzeni V souvislém orientovaném grafu existuje otevieny orientovany eulerovsky tah
pravé tehdy, kdyz existuji vrcholy ul, u2 takové, ze d—(ul) = d+(ul)+1,d—(u2) =
d+ (u2) — 1, a pro kazdy jiny vrchol v grafu plati d — (v) = d + (v).

V souvislém grafu existuje otevieny neorientovany eulerovsky tah pravé tehdy, kdyz v
grafu existuji presné dva vrcholy lichého stupné.

Tvrzeni Je dan souvisly neorientovany graf G s 2k vrcholy lichého stupné. Pak existuje
k hranové disjunktnich otevienych taht takovych, Ze kazda hrana grafu G lezi v
pravé jednom z téchto tahi. Ke grafu G pfidame k hran a to tak, Ze kazda nové
pridana hrana spojuje vzdy dva vrcholy lichého stupné. Tim dostaneme eulerovsky
graf G” (ano, kazdy vrchol ma jiz sudy stupen). V grafu G najdeme eulerovsky
uzavieny tah. Jestlize z néj odstranime vS8echny pfidané vrcholy, rozpadne se na k
hranové disjunktnich taht. Tyto tahy spliiuji podminky tvrzeni.



1.8 Hamiltonovské grafy

Pfipomenme, Ze cesta je tah, ve kterém se neopakuji vrcholy (s vyjimkou uzaviené cesty,
kdy se prvni vrchol rovna poslednimu).

1.8.1 Hamiltonovské cesty, kruznice, cykly

Je dan graf G. Oteviené cesta se nazyva hamiltonovska cesta, obsahuje-li vSechny vrcholy
(a tudiz vSechny vrcholy presné jedenkrat). Obdobné hamiltonovska kruznice je kruznice,
ktera obsahuje kazdy vrchol grafu; hamiltonovsky cyklus je cyklus, ktery obsahuje kazdy
vrchol v grafu.

Ulohy délime na existenéni a optimalizacni. V existenéni tloze jde o to, zjistit zda v
daném grafu existuje hamiltonovské cesta, kruZnice nebo cyklus. V optimaliza¢nich tlo-
héch mame hrany grafu navic ohodnoceny délkami a pozaduje se nalezeni hamiltonovské
cesty, kruznice nebo cyklu s co nejmensim souctem délek jednotlivych hran tvoricich
cestu, kruznici nebo cyklus.

Na rozdil od hledéani eulerovskych tahi, je hledani hamiltonovskych cest, kruznic nebo
cykli velmi obtizné tloha. PYesnéji, zjisténi, zda v daném grafu existuje hamiltonovskéi
cesta, kruznice nebo cyklus je tzv. NP-tipln4 tloha. Pfesto, nebo pravé proto, jsou tulohy
tohoto typu v praxi rozsifené.

Aplikace

e Problém obchodného cestujictho
e Dopravni tlohy
e Planovani{ procesu
Jednoduché nutné podminky pro existenci hamiltonovské cesty, kruznice nebo cyklu
e Existuje-li v grafu hamiltonovska cesta, musi byt graf souvisly

e Existuje-li v grafu hamiltonovska kruznice, musi mit kazdy vrchol stupen alespon
2

e Existuje-li v grafu G hamiltonovsky cyklus, musi byt graf silné souvisly
Netrividlni nutna a postacujici podminka pro zjisténi, zda dany graf obsahuje hamilto-

novskou cestu, kruznici nebo cyklus, neni znéama.
5

1.9 Nezavislé mnoziny

Je dan neorientovany (orientovany) graf G. Mnozina vrcholi A se nazyvé nezéavisla mno-
Zina vrcholt, jestlize zZaddna hrana grafu G nemé oba krajni vrcholy v mnoziné A. Jinymi
slovy, podgraf indukovany mnozinou A je diskrétni.

5 //See also: Metoda vétvi a mezi



1.9.1 Maximalni nezavislA mnozina

Je dén graf G. Nezavisld mnozina N se nazyvad maximalni nezavisla mnozina, jestlize
jakakoli jeji nadmnozina uz neni nezavisla. Jinymi slovy, N je maximalni nezavisla mno-
Zina, jestlize pro kazdy vrchol v, ktery nelezi v N, existuje vrchol w € N takovy, ze v G
existuje hrana mezi v a w.

1.9.2 Nezavislost grafu

Je dan neorientovany nebo orientovany graf G. Pocet vrcholt v nejpocetnéjsi nezavislé
mnoziné grafu G se nazyva nezavislost grafu G a znacime jej a(G).

Nejpocetnéjsi nezavisla mnozina je jisté také maximéalni, ale ne kazda maximalni ne-
z&visla mnozina je soucasné nejpocetnéjsi.

Poznamka Jadro orientovaného grafu G je nezavisla mnozina grafu G; to vyplyva z prvni
podminky, kterou jadro musi spliiovat. OvSem ne kazda nezavisld mnozina orien-
tovaného grafu G je soucasné jadrem grafu G; jadro musi spliiovat obé podminky
(viz vyse).

Uplny neorientovany graf G nazyvame tuplnym grafem, jestlize je prosty, neméa smycky
a kazdé dva rizné vrcholy jsou spojené hranou. Uplny neorientovany graf G s n vrcholy
mé (n(n-1))/2 hran.

1.10 Obarveni grafu

Je dan neorientovany graf G bez smycek. Barevnost grafu G (téz chromatické ¢islo grafu
G) je nejmensi k takové, ze G je k-barevny. Barevnost grafu G znacime y(G).

Mnozina vrcholi obarvené stejnou barvou tvoif nezadvislou mnozinu grafu. Graf je
jednobarevny pravé tehdy, kdyz nemé zadnou hranu.

Graf G je dvoubarevny pravé tehdy, kdyZz neobsahuje kruznici liché délky.

1.10.1 Dvoubarevné grafy

Zjistit, zda je dany graf dvoubarevny, se da jednoduchou modifikaci prohledavani do
§ftky: Provedeme prohledéni grafu do siiky. Vrcholtim, které leZely v sudych hladinach,
prifadime barvu 1; vrcholim, které lezely v lichych hladinach, pfifadime barvu 2.

Jestlize graf neobsahoval kruznici liché délky, jedné se o obarveni grafu a graf je tedy
dvoubarevny. Vede-li hrana mezi dvéma vrcholy v hladinach stejné parity, obsahuje graf
kruznici liché délky a neni proto dvoubarevny.

Poznamka Zjistit, zda dany graf je tfibarevny, je tézky problém (obecné NP-uplny pro-
blém). Pro kazdy graf G, ktery my m hran plati

¥(G)<i +\/2m+1

Tvrzeni oznacime A nejvetsi stupenn vrcholu grafu G. Pak y(G)<=A+1 Sekvenc¢ni bar-
veni



Nésledujici postup obarvi graf A+1 barvami. Ozna¢ime mnozinu barev B={1,...., A+1}.
1. Sefadime vrcholy do posloupnosti (libovolné). Napf. v1,v2,....,vn

2. Probirame vrcholy v tomto pofadi a vrcholu vi pfifadime vZdy tu nejmensi barvu,
kterou nemé zadny jeho soused vrcholu.

Tento algoritmus déva horni odhad pro barevnost grafu. Jedna se oviem o odhad, ktery
muze byt velmi vzdéalen od barevnosti grafu. Presnéji, existuji dvoubarevné grafy, které
pii nevhodném usporadani vrchola v kroku 1, algoritmus obarvi n/2 barvami (kde n je
pocet vrcholu grafu)

Tvrzeni Pro kazdy neorientovany graf G bez smycek plati: a(G) + y(G)<n+ 1. Kde n je
pocet vrcholi grafu G. ©

6//See also: Biparitni grafy, klika v grafu, dopliitkovy graf



Spolecna cast - otazka c. 12

Programovani v jazyce JAVA: struktura trid a programu. Udalosti, zdroj a
posluchac udalosti, sireni udalosti, vlastni udalosti, vice zdroji a
posluchaci, rozliseni zdroji. Vyjimky a jejich zpracovani, propagace
vyjimek, hierarchie vyjimek, kontrolované a nekontrolované vyjimky.
(AOB36PR2)

June 13, 2012



1 JAVA - struktura jazyka

Vétsina této ¢asti PRG2 byla zpracovana pro otazky pro PRG1 (5, 6, 7 -> struktura t¥id
a programu). Proto zde vynechano, nebo struéné doplnéno co chybélo.
1.1 Typy programovacich jazyki

e deklarativni - nepopisuji jak se co ma délat, ale co ma byt vysledkem (p¥. HTML,
Prolog: nepopisuje kroky vypoctu, ale fakta o problému a pozadovany vysledek)

e imperativni - zbytek (JAVA, C...), viz. imperativni programovéani otazka ¢. 5

1.2 Programovaci styly
e Naivni
e Proceduralni
e Objektové orientovany
e Névrhové vzory

e SOA - service-oriented architecture



2 JAVA GUI

(Tato kapitola = pouze struény piehled <= neni to pfimo vypsano jako otazka). Vizualni
a interaktivni komunikaci pocita¢-¢lovék podporuji balicky:

2.1

Knihovny pro GUI

Zakladni knihovny:

2.1.1 AWT - Abstract Window ToolKit

prvni, tézké(heavyweight)

e vykresleni zajistuje platforma — rychlejsi, ne vzdy v8e funguje vSe stejné

2.1.2 SWING

doporucené
nové komponenty (tree-view, list box,...),
robustni

Look and Feel - na platformé nezavisly a vypadé stejné na vSech platforméch a
pritom respektuje i18n

dtisledné oddéleni modelu od pohledu a fadice

2.1.3 (SWT-Standard Widget Toolkit, Eclipse IBM)

2.2

podobné AWT (platformové zavislé vykresleni)

mnoho roz§irujicich vlastnosti

Zakladni soucasti GUI

Velmi stru¢né, jen pro avod do problematiky, v zadani otédzky neni vypséno.

2.2.1 Komponenty (dialogové prvky) - v knihovneé javax.swing

tlac¢itka, seznamy, jezdci, textova pole, zatrhavaci tlacitka, radio tlacitka, ...

spole¢né metody pro velikost, barvu, umistén{ textu, ...



2.2.2 Kontejnery (v oknech) - v knihovné javax.swing

e Kontejnery se vkladaji do oken
e komponenty musi byt umistény v kontejnerech

e dva zakladni typy kontejnert:
— JPanel — nejjednodussi, pridéli se komponenty ( také JApplet),

— JFrame — slozitéjsi, ale vice moznosti

2.2.3 Spravce rozmisténi (Layout Manager) - v knihovne javax.swing a
java.awt

e definuje pozici komponent v kontejneru
e postupné, pevna pozice, podle miizky, sdruzovani, ..

e vzhled a chovani celé aplikace

Spravci rozmisténi komponent — Layout manager

Loll 1 |21 0 North *Pro kazdy kontejner
1 2 3 sjava.awt.”;
3 m LN Center E
p 1
5 4 South
FlowLayout BorderLayout
—
1
3
A e T B o o
GridLayout GridBagLayout CardLayout

17
// pr. border layout
class Okno4_1 extends JFrame{
public Okno4_1 () {
Container kon = getContentPane();

kon.setBackground (Color.green) ;
BorderLayout srb = new BorderLayout();



kon.setLayout (srb) ;

JButton tll = new JButton("Testl");
kon.add(tl1l,srb.WEST);

JButton tl2 = new JButton("Test2");
kon.add(tl2,srb.EAST);

JButton t1l3 = new JButton("Test3");
kon.add(t13,srb.NORTH) ;
setContentPane (kon) ;



3 Obsluha udalosti

Mechanismus, ktery umozni zpracovavat vstupni informace programu, predavané ne-
jCast&ji pres GUI. Mechanismus reakce na akci uzivatele: stisk tlacitka, zadani textu,
stisk tlac¢itka mysi, ...

1. Zpracovani vstupni informace v GUI je realizovano:

a) vyslanim ,udéalosti“ na jedné strané , producentem” (producent = t¥ida)

b) zachycenim této ,,udéalosti“ (udalost = objekt této tiidy) ,,posluchacem (posluchaé¢
= nage tfida)

2. Pro kazdou komponentu je tfeba:

a) deklarovat typ zachycované udalosti, kterou je zajem zpracovat

b) uréit ,,posluchace”, ktery ma udalost obslouZzit
3. Akci uzivatele vznikne udalost

a) udélost je objektem Javy!
4. Udalosti jsou zachyceny

a) udélosti jsou zpracovany (obslouzeny ) ,posluchaci* (listener) — t¥idami s uzi-
vatelskymi metodami pro reakci na udalost

b) ,,posluchaci“ jsou t¥idy, které implementuji rozhrani naslouchani — museji mit
schopnost ,,naslouchani*

3.1 Udalost

Udélost je objekt, ktery vznikne zménou stavu zdroje - dusledek interakce uzivatele
stidicimi grafickymi elementy GUI

1. Udalost vznikne:

a) kliknutim na tlacitko
b) stiskem klavesy
c¢) posunem kurzoru, atd.
2. Udalosti jsou produkovany tzv. producenty coz jsou:

a) tlacitka



b) ramy

c) ostatnimi grafické prvky

3.2 Zpracovani udalosti

Informace o jedné udalosti (zdroj udalosti, poloha kurzoru, atd.) jsou shroméazdeny v
objektu, jehoz tiida urcuje charakter udalosti, napr.:

e ActionEvent ~ udalost generovana tlacitkem
e WindowEvent ~ udalost generovana oknem
e MouseEvent ~ udalost generovana mysi

Vsechny t¥idy udélosti jsou nasledniky t¥idy event a jsou umisteny v java.awt.event.*

Zakladni princip zpracovani udalosti:

1. Udalosti jsou generovany zdroji udalosti (jsou to objekty, které nesou informaci o
udalosti)

2. Udalosti jsou prijimany ke zpracovani posluchaci udalosti (to jsou opét objekty tiid
s metodami schopnymi udélost zpracovat)

3. Zdroj udalosti rozhoduje o tom, ktery poslucha¢ ma reagovat (registruje si svého
posluchace)

class Okno extends JFrame{

public Okno (O{

FlowLayout srb = new FlowLayout();
kon.setLayout (srb) ;

JButton aTlac = new JButton("Pred stiskem");
kon.add(aTlac);

// registrace posluchace
aTlac.addActionListener (new Posluchac0());
setContentPane (kon) ;

b
// posluchac
class PosluchacO implements ActionListener {

public void actionPerformed(ActionEvent e) {



//urcen objekt udalosti

JButton o=(JButton)e.getSource();
//reakce na udalost
o.setLabel (‘‘Po stisku");

}

Pozn. Jedna tfida miZze byt producentem i posluchac¢em (addActionListener(this), t¥ida
zaroven 1 implemetuje pfislusné rozhranni a potfebnou metodu). Pro zpracovani udalosti
se Casto pouziva i vnitini t¥ida (pfehlednost, efektivita kodu, zapouzdieni).

class 0kno6 extends Okno3 {

JLabel labi;
// vnitrni trida, obsluha udalosti
class Udalost implements ActionListener {
String vypis;
public Udalost(String vypis) {
this.vypis = vypis;
}
// oblsuha udalosti
public void actionPerformed(ActionEvent e) {

labl.setText (vypis);

}

Udalost aUD, nUD;

// konstruktor

Okno6() {
labl = new JLabel("Nazdar6");
kon.add(labl);
aUD = new Udalost("AHOJ");
// registrace 1. posluchace
aTlac.addActionListener (alD) ;
nUD = new Udalost("NAZDAR") ;
// registrace 2. posluchace
bbTlac.addActionListener (nUD) ;

}
Anonymni tfida jako posluchac:

aTlac.addActionlListener (new ActionListener() {



public void actionPerformed(ActionEvent e) {
lab.setText ("AHOJ");

B

3.3 Model sireni udalosti

1. Udalosti jsou predavany posluchac¢im, které si nejprve musi producent zaregistrovat
— napf. metodami:

a) addActionListener()

b) addWindowListener()
c¢) addMouseListener()
)

Q.

2. Producent vysila jen tém posluchac¢um, které si sim zaregistroval.
3. Poslucha¢ musi implementovat nékteré z posluchac¢skych rozhrani (!) (schopnost
naslouchat):

a) ActionListener
b

C

WindowListener

MouseListener

)
)
)
)

o

3.4 Implementace modelu udalosti

Posluchac udélosti musi implementovat prislusné rozhrani (interface), tj. implementovat
prislusné abstraktni metody rozhrani. Pro kazdy druh udalosti je definovana abstraktni
metoda (handler), ktera tuto udalost oSetruje:

e actionPerformed
e mouseClicked
e windowClosing, atd.
Handlery jsou deklarovany v rozhranich - posluchaci:
e ActionListener
e MouseListener

e WindowlListener, atd.



Predani udalosti posluchaci ve skutecnosti znamena vyvolani ¢innosti handleru. Objekt
udélosti je predan jako skuteény parametr handleru. Producent registruje posluchace
zavolanim registra¢ni metody:

e addActionListener
e addMouseListener
e addWindowListener, atd.

Vazba mezi producentem a posluchacem je vztah N:M. Jeden posluchac muze byt reg-
istrovan u vice producentii, u jednoho producenta muze byt registrovano vice posluchacti.
Udalost se predéd vSem posluchac¢im, avSak poradi zpracovini neni zaruceno.

3.5 Vice zdroji udalosti - jeden posluchac
Nasleduje ukazka zpracovani udélosti a rozliSeni producenta:

// rozliseni popisem zdroje
public void actionPerformed(ActionEvent e) {

String s = e.getActionCommand() ;
String napis = (s.equals(aTlac.getLabel()))?"PRVNI":"DRUHE";
lab.setText (napis);

}
// rozliseni objektem zdroje
public void actionPerformed(ActionEvent e) {

Object o = e.getSource();
String napis = (o.equals(aTlac)) ? "PRVNI!":"DRUHE!";
lab.setText (napis) ;

3.6 Jeden zdroj udalost - vice posluchaci

Zajisti se zkratka vicendsobnym volanim metody addActionListener(new Posluchac())
u pifslusného elementu. Kazda tiida=poslucha¢ méa svoji metodu, ktera se po udélosti
provede. Poradi provedeni neni urceno.

3.7 Zruseni posluchace

removeActionListener(ActionListener posluchac)
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4 Vyjimky

Vyjimka je ,nestandardni situace®:

1. Situace, které jsou nestandardni, ¢ které my povazujeme za nestandardni, méli
bychom reagovat a muZeme a dokaZeme reagovat (RuntimeException)

a) Pokus o ¢teni z prazdného zasobniku EmptyStackException
b) Déleni nulou, indexovani mimo rozsah pole, 8patny forméat cisel AritmeticEx-

ception, NumberFormatException

2. Situace, na které musime reagovat, Java nas pfinuti (Exception, IOException)

a) Odkaz na chybéjici soubor FileNotFoundException

3. Chyba v hardware, zavazné chyby, nemizeme reagovat (Error), (OutOfMemoryEr-
ror,UnknownError)

a) Chyba v JVM
b) HW chyba

Obecne chyba vznika pri poruseni sémantickych omezeni jazyka Java. Bezpecnostni prvek
Javy: zpracovani chyb a nestandardnich stavii neni ponechéno jen na vili programéatora!
Reakce na o¢ekévané chyby se vynucuje na trovni prekladu, pri nerespektovani se preklad
nepodaii.

4.1 Reakce na vyjimky

Chyba pfi provadeni programu v jazyku Java nemusi znamenat ukonceni programu —
chybu lze oSetrit a pokracovat dal. Pri vzniku vyjimky je automaticky vytvoren objekt,
ktery nese informace o vzniklé vyjimce. Mechanismus vyjimek umozni pfenést Fizeni z
mista, kde vyjimka vznikla do mista, kde bude zpracovina. Oddéleni "vykonné" ¢asti
(try) od ¢asti "chybové" - catch.

4.1.1 Uplné neosetreni vyjimky

Zadné pouziti throws nebo try-catch zptisobi ukonceni programu - CHYBA. Java sama
ohlasi pii prekladu, které ¢asti jsou kritické a je je tfeba oSetrit. Nejsou-li, pak minimalné
"vyhozenim" na vyssi aroven pomoci klauzule throws, jinak nedojde k prekladu.
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4.1.2 Neosetreni vyjimky, ale predani vyse

public static void main(String|| args) throws IOException { ... }

Zavisi-li chod dalsiho programu na korektni funkci metody, nemé cenu ji oSetrovat a
pritom by ¢innost programu stejné nemohla pokracovat (proste tu hodnotu musime mit
a ne jen "nespadnuty" program!)

4.1.3 Osetreni vyjimky a predani vys - throw
public static int XctiInt() throws Exception {

try {
Scanner sc = new Scanner(System.in);
int i = sc.nextInt();
return i;

} catch (Exception e) {

System.out.println("Chyba v udaji");
throw e; // predani vyse

}

Volajici metoda musi opét pouzit try-catch, nebo vyjimku throws vyse.

4.1.4 Kompletni Osetreni vyjimky - try-catch

Kompletni osetieni vyjimky se provadi konstrukei try - catch:

try { ... } catch (Exception e) { ... }

Klauzuli catch muze byt i vice pro ruzné typy vyjimek. Pokud vyjimka vyhovuje jedné
vétvi catch, tato se provede a ostatni uz ne. Existuje také blok finally, ten se provede
vidy, at uz vyjimka nastane nebo ne.

4.2 Mechanismus sireni vyjimek

Jestlize vznikne vyjimka, potom JVM hled4 odpovidajici klauzuli, kterd je schopna
vyjimku oSetrit (tj. prevzit rizeni):

1. pokud vyjimka vznikla v bloku pfikazu try, hled& se odpovidajici klauzule catch v
tomto piikazu, dalsi prikazy bloku try se neprovedou a fizeni se prfeda konstrukci
oSetrujici vyjimku daného typu do mista oSetreni vyjimky (tzv. handler = catch
blok)

2. pokud vyjimka vznikne mimo piikaz try, preda se fizeni do mista volani metody a
pokracuje se podle predchoziho bodu

12



3. pokud takova konstrukce v téle funkce (metody, konstruktoru) neni, skon¢i funkce
nestandardné a vyjimka se 8irf na dynamicky nadfazenou troven

4. neni-li vyjimka oSetrena ani ve funkci main, vypiSe se (na vystup) a program skonéi

Pro rozliseni riznych typt vyjimek je v jazyku Java zavedena rada knihovnich tiid,
vyjimky jsou instancemi téchto tiid.

4.3 Typy vyjimek

Zacnéme obrazkem:

Struktura trid vyjimek

Object

Neumime
OSETRIT!

Throwable

O

RuntimeException

4.3.1 Kontrolované

Kontrolované vyjimky musi byt na rozdil od nekontrolovanych explicitne deklaroviny v
hlavicce metody, ze které se mohou Sirit, jedna se o vyjimky tridy Exception, je nutné je
povinne obslouzit. Oznacuji se téz jako vyjimky synchronni:

void m() throws Exception {

if (...) throw new Exception();

}

Potomek tfidy Exception muZe oSetrovat i "naSe" vyjimky, jednozna¢ne synchronni,
vznikaji na nami specifikovaném miste. VyZaduji povinné oSetreni, jinak se ohlasi!.
Ttida Exception je nadtfida vyjimek, které prevazne vznikaji vlastni chybou aplikace
a ma smysl je oSetrovat (typicky oSetreni chyb vstupu/vystupu (IOException)).
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4.3.2 Nekontrolované

Nekontrolované vyjimky jsou takové, které se mohou Sirit z vetSiny metod a proto by
jejich deklarovani obtezovalo, tzv. asynchronni vyjimky.

e be’sny uzivatel neni schopen vyjimku oSetrit — ze tfidy Error. Ttida Error je
nadtiida v8ech vyjimek, které prevazne vznikaji v dusledku softwarovych ¢ hard-
warovych chyb vypocetniho systému a které vetsinou nelze v aplikaci smysluplné
oSetrit.

— MemoryOverflowError - pfeteceni paméti
— ClassFormatError - chybny format byte-kddu

e chyby, které oSetrujeme podle potfeby, prekladac nekontroluje, zda tyto vyjimky
jsou oSetreny - podtfidy tfidy RuntimeException. Nemusime na né reagovat, ale
muzeme je predat "vyse", preklada¢ nés k reakci nenuti.

— ArithmeticException - deleni 0

— IndexOutOfBoundsException - indexace mimo meze

NumberFormatException - nedovoleny prevod znaku na cislo, precteni nenu-
merické hodnoty

— NegativeArraySizeException - vytvareni pole se zapornou délkou

— NullPointerException - dereference odkazu null

4.4 Vlastni vyjimky

Ve vlastnich tfidach muze nastat stav, ktery chceme oSetrit standardné vyjimecnym
stavem. Vlastni vyjimka je potomkem tfidy Exception. Jednéd se o tzv.synchronni
vyjimku, vznika na presne definovaném miste. VetSinou se jedna o vyjimku, na kterou
chceme reakci uzivatele. Reakci na vlastni vyjimky systém vyzaduje.

throw new Exception(); // generujeme vyjimku

4.4.1 Vytvoreni vlastni vyjimky
class MojeVyjimka extends Exception {

int n;

int d;

MojeVyjimka(int i, int j) {
n=1i;
d=j;

}

public String toString() {
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return "Hodnota " + n + "/" + d +" neni integer.";

}
//priklad pouziti
throw new MojeVyjimka(numer[i], denom[i]);
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13 Zaklady programovani v C,
charakteristika jazyka, model
kompilace, struktura programu,
makra, podmineny preklad, syntaxe
jazyka, struktury, uniony, vyctové
typy, preprocesor, zakladni knihovny,
zakladni vstup a vystup, pointery,
dynamicka sprava pameéti, pole a
ukazatelé, funkce a pointery.
(AOB36PR2)

13.1 C - Obecna charakteristika

C je nizkoturoviiovy, kompilovany, relativné minimalisticky programovaci jazyk.

— Strukturovany (funkce + data)

— Zdrojovy kod prenositelny (portable), nutno ctit podminky pienositelnosti,
prekladac ne (je zavisly na platformé)

— Rychly, efektivni, kompaktni kéd, mnohdy nepiehledny
e Pruzny a vykonny, ale nestabilni
e Podpora
— konstrukei jazyka vysoké trovné (funkce, datové struktury)

— operaci blizkych assembleru (ukazatele, bitové operace,. . .)

* Slabé typova kontrola

* Maélo odolny programatorovym chybam

e Dava velkou volnost programétorovi v zépisu programu



— Vyhoda: dobry programator vytvoii efektivni, rychly a kompaktni kod

— Nevyhoda: S$patny nebo unaveny programétor, pak nepiehledny program
nachylny k chybam

e Nutna vlastni sprava paméti

e siln& vazba na HW, vyuziti jeho moznosti (inline assembler), Spatna nebo zadna
podpora néarodnich zvyklosti

e Pouziti:
— operacni systémy,
— ridici systémy
— grafika
— databéze
— programovani ovladact grafickych, zvukovych a dalsich karet
— programovani vestavénych - embeded systémi

— Cislicové zpracovani signala (DSP),

13.2 Podobnost C a JAVA

e Program zac¢ina funkei main(), je zékladni funkeci programu, kazdy program musi
obsahovat pravé jednu tuto funkci

e Stavba funkei / metod, — Jméno funkce, formalni parametry, navratova hodnota,
vymezeni téla funkce, vymezeni bloku, vlastnosti lokalnich proménnych (jsou v
zésobniku), pfedavani primitivnich typt parametra hodnotou, return.

e Mnozina znaki pro konstrukei identifikatora

e Primitivni typy proménnych se znaménkem (Java nezné proménné bez znam.)
— char, short, int, long, float, double

e Aritmetické, logické, relacni, bitové operatory

e Podminény piikaz if() / if() else

e Piikazy cykla while() , do while(), for(;;), break, continue

e Programovy piepinac¢ switch(), case, default, break

int main (int argc, char*x argv) {



printf ("I-copy-and-paste-all-the-time Policy \n");
return (0);

}

//

//

// delsi ukazka vseho mozneho, je syntakticky spravne, nektere veci pridany jen pro u
// cyklus for, stdin, osetreni vstupu, konstanty...

#include <stdio.h> /* hlavilkovy soubor, pfipona h */

#include <stdlib.h>

#include ‘“‘konstanty.h’’ // uZivatelské soubory se vkladaji takto
#define NASOBITEL 5 /* symbolicka konstanta */

#include <math.h> // obsahuje funkce jako sqrt()...

// Zpracovani posloupnosti

// argc poéet parametrid na prikazovém ¥adku

// xargv[] pole ukazatell na prikazy pfikazového Fadku

int main(int argc, char*x argv) {

int i, suma, dalsi;
const double PI = 3.14; // unused, jen ukazka -> v math.h neni PI
printf("Zadejte 5 cisel \n");
suma = 0;
for(i = 1; i <= 5; i++){
scanf ("%d", &dalsi);
// osetreni vstupu
if(dalsi < 1){

printf("\n n = %d neni prirozene cislo \n\n", n);
exit (EXIT_FAILURE);

}

suma = suma + dalsi;

¥

printf("suma = %d \n\n", suma);
return (EXIT_SUCCESS);

13.3 Co C nema

e Interpret kodu (JVM) (C je kompilovany)

e Objektovou podporu

— Tridy, objekty, zapouzdieni, dédi¢nost, polymorfismus



e Jednotnou metodiku vytvareni a pouziti strukturovanych proménnych
— referen¢ni proménné, new|()

e Automatickou spravu paméti

— Garbage collector
e Velikost proménnych nezavislou na platformé
e Zptisob ulozeni proménnych nezéavisly na OS (Little-endian, Big endian,...)
e Osetfeni vyjimek metodikou chréanénych bloku
— try, catch, finally
e Standardni podporu grafického uzivatelského rozhrani GUI
e Standardni podporu Fizeni udalosti (events, listeners)
e Standardni podporu webovskych aplikaci (aplety, sitové pfipojeni)
e Standardni podporu (semi)paralelniho zpracovéani tloh

— threads, multitasking, multithreading

13.4 Co C nema, nebo je jinak

e C je kompilovany jazyk
— Zdrojovy kod je nezavisly (portable) na platformé (mélo zavisly)

— Spustitelny kod je zavisly na platformé
e Clenéni programu na moduly, uréent jejich vazeb (interface)
e Import knihoven (systémovych i uzivatelskych)
e Urceni doby zivota proménnych, vlastni sprava paméti
e Definovani{ konstant a maker
e Vytvafeni strukturovanych proménnych (mohou byt i statické)
e Urceni viditelnosti proménnych, modifikitory pristupu
e Osetfeni béhovych chyb (run-time errors)
— odpovédny programétor, preklada¢ nevynucuje
e Spréava paméti (heap management)
— odpovédny programator, malloc / free

e Prace s booleovskymi proménnymi a fetézci (boolean a String neni)



13.5 Co je v C navic

e Preprocessor

Vkladani hlavickovych souborii (header file) do zdrojového kodu
— Podminény preklad
Makra

#pragma — dopliujici prikazy zavislé na platformé
e Linker — spojovani preloZzenych moduli a knihoven do spustitelného kdédu

e x (uz NEPLATI) enum — vy¢tové typy (mnozina Gislovanych pojmenovanych kon-
stant)

e Ukazatele (pointer) jako prostfedek nepfimého adresovani proménnych
e struct a bitova pole (strukturované proménné z riznych prvkii)

e union — pfekryti proménnych rizného typu (sdileni spoleéné paméti)

e typedef — zavedeni novych typt pomoci jiz znamych typu

e sizeof — urceni velikosti proménné (i strukturovaného typu)

e Jiné nazvy i parametry funkci ze standardnich knihoven (prace se soubory, znaky,
fetézci, matematické funkee, ....)

e piikaz goto navesti;

int hledejMax(int *p) {

for(. . .) {
for(. . .) {
ifC. . L)
goto error; // Ven z vnitrniho bloku
}
return(. . .);

error: // Cil skoku uvnitr funkce

return(. . .);



13.6 Program C obsahuje

e Piikazy preprocesoru (Preprocessor commands)

Definice typu (type definitions)

Prototypy funkei (function prototypes) kde je uvedena deklarace:

— Jména funkce
— Vstupnich parametri

— Navratové hodnoty funkce

e Proménné (variables)

Funkce (functions) (procedura v C je funkce bez navratové hodnoty nebo void)

e Komentare: //, /* */ nesmi byt vnotené

Uvnitf funkce nelze definovat lokalni funkce (definice funkci nesmi byt vnofené).

13.7 C kompilace

1. Preprocesor:
a) Cte zdrojovy kod v C

b) Odstrani komentare (nahradi kazdy komentar jednou mezerou, pozor: nékteré
prekladace nepodporuji // komentéafe, pouze /* */)

c¢) Upravi zdrojovy text podle direktiv preprocesoru (fadky zacinajici #)
i. Vlozi do textu obsah jiného souboru #include ....
ii. Odebere text vymezeny direktivami podminéného pfekladu
iii. Expanduje makra
2. Ptekladac¢ C:
a) Cte vystup z preprocesoru
b

) Kontroluje syntaktickou spravnost textu
c¢) Hlasi chyby a varovani
)

d) Generuje text v assembleru (kdyZ nejsou chyby)
3. Assembler:
a) Cte vystup z prekladace C
b) Generuje relokovatelny object kod (kod s nevyfeSsenymi odkazy mezi moduly)

c¢) Prelozi pfipadné moduly zapsané piimo v assembleru (mix programovacich
jazyki)



4. Linker (spojovaci program):
a
b

) Cte object kod vSech zucastnénych moduli programu
) Pr

c¢) Vyfresi odkazy mezi moduly
)

fipoji knihovni object moduly (pfelozené diive nebo dodané)

d) Generuje spustitelny kod (zjednodusené)

C - Model kompilace

soubor2.h

soubori.c Header — soubor3.c

Source code l L— Source code |
Aoubor2 T

{og et

Zdrojkéd C ~— - 2) Compiler

soubor4.obj
Assembly code
3) | Assembler

Zdroj.kod ASM _— soubor5.obj

Knihovny — 4) Linker

Spustitelny kod e o) i

13.8 Celociselné typy

e Rozsahy celo¢iselnych typti v C nejsou dany normou, ale implementaci (pro 16ti
a 64 bitové prostifedi jsou jiné nez je uvedeno v nasledujici tabulce - ta je pro 32
bitové prostiedi)

e limits.h, float.h
e Norma pouze garantuje

— short <= int <= long unsigned short <= unsigned <= unsigned long
e Celo¢iselné literaly (zapisy ¢isel):

— dekadicky 123 456789

— hexadeciméalni 0x12 OxFFFF (za¢ina 0x nebo 0X)

— oktalovy 0123 0567 (zacina 0)
— unsigned 123456U (ptipona U nebo u)



— long 123456L (pfipona L nebo 1)
— unsigned long 123456UL (pfipona UL nebu ul)

e Neni-li uvedena piipona, jde o literal typu int

C — CelocCiselné datoveé typy

Typ Velikost Rozsah Pouziti
[byte]
char 1 -128 a2 +127 nebo 0 az 255 Znaky
unsigned char |1 0 az 255 Mala gisla
signed char 1 =128 az +127 Mala éisla
int 2 nebo 4 -32.768 az +32.767 nebo Cela ¢isla
-2147.483.648 a2 +2.147.483.647
unsigned int 2nebo 4 0 az 65.535 nebo Kladna cela &isla
0 a2 4.294.967.295
short 2 -32.768 az +32.767 Cela éisla
unsigned short | 2 0 az 65.535 Kladna cela ¢isla
long 4 -2.147.483.648 a2 +2.147.483.647 Velka cela éisla
unsigned long |4 0 a2 4.294.967.295 Kladna cela gisla

*Typ boolean neni (az ANSI C99), =0 ->false, !=0 -> true

e C - raciondlni ¢isla (necelo¢iselné datové typy):

— Velikost redlnych ¢isel uréenéd implementaci

— Vétsina prekladaci se fidi standardem IEEE-754-1985, potom jsou rozsahy
realnych ¢isel dany nasledujici tabulkou:

Typ Velikost [byte] | Rozsah (uveden pro kladna ¢.) | Presnost

float 4 1.2E-38 az 3.4E+38 6 desitkovych &islic
double 8 2.3E-308 az 1.7E+308 15 desitkovych &islic
long double | 10 3.4E-4932 az 1.1E+4932 19 desitkovych &islic

e C - typ void: void znadi prazdnou hodnotu nebo proménnou bez typu (jen ukaza-
telé)

— void funkcel (....) - fukce bez navratové hodnoty (procedura)
— int funkce2 (void) - funkce bez vstupnich parametri
— void *ptr; - ukazatel bez ur¢eného typu (viz dale)

e “define konstanta

— #define CERVENA 0 /* Zde muze byt komentar */



— je to makro bez parametri, kazdé #define musi byt na samostatné radku)

— Preprocesor provede textovou nahradu vsech vyskytt slova CERVENA znakem
0

— muZe byt i vnorenéd: #define MAX 2 MAX 1-+30

13.9 Funkce

C je modularni jazyk = funkce je jeho zakladnim stavebnim blokem.

Kazdy program v C obsahuje minimalné funkei main()
int main(int argc, char** argv) { ... }

Béh programu za¢ina na zac¢atku funkce main()
Definice funkce obsahuje hlavicku funkce a jeji télo

C pouziva prototypu funkce k deklaraci informaci nutnych pro preklada¢, aby mohl
spravné pielozit volani funkci i v piipadé, Ze definice funkce je umisténa dale v kédu
modulu nebo je jiném modulu

int max(int a,int b);

Deklarace se sklada pouze z hlavicky funkce, (odpovida interface v Jave)

Parametry se do funkce predéavaji hodnotou (call by value), parametrem miize byt
i ukazatel (pointer). Ten pak dovoli pfedavat parametry i odkazem.

C nepovoluje funkce vnofené do jinych funkei (lokalni funkce ve funkei)

Jména funkci jsou implicitné extern, a mohou se exportovat do ostatnich modula
(samostatné prekladanych soubori)

Specifikitor static pfed jménem funkce omezi viditelnost jejiho jména pouze na
dany modul (lokalni funkce modulu)

Formalni parametry funkce jsou lokalni proménné inicializované skute¢nymi parame-
try pii volani funkce

C dovoluje rekurzi, lokalni proménné jsou pro kazdé jednotlivé volani zakladany
znovu (v zasobniku). Kod funkce v C reentrantni (reentrant — Reentrantni provadéni
blokii znamené, Ze je mozné provadét nékolikanasobné volany blok paralelné. ).

Funkce nemusi mit zadné vstupni parametry, zapisuje se funkceX(void)

Funkce nemusi vracet zadnou funkéni hodnotu, pak je navratovy typ void (je to
procedura)



e Pokud v definici parametri funkce je kli¢ové slovo const - tento parametr (pfedany
odkazem, napft. pole) nelze uvniti funkce ménit

— pf. int fce (const char *src) { ... } , z pole lze pouze Cist, jeho prvky nelze
uvnitf funkce ménit

13.9.1 Specifikatory pametové tridy
C - Specifikatory pamétové tridy (Storage Class Specifiers - SCS):

SCS Vyznam

auto |Deﬁnuje proménnou jako doéasnou (automatickou). Lze pouzit jen pro

(Iokalni) lokalni proménne deklarované uvnitf funkce. Implicitni nastaveni je
auto, jeji platnost je omezena na zivot bloku, je v zasobniku

register Doporuéuje pfekladaéi umistit proménnou do registru procesoru

(rychlost pfistupu). Ten nemusi vyhovét (nema-li velné registry). Jinak
jako proménné auto.

static Deklaruje proménnou jako statickou uvniti bloku {..}. Vné bloku (kde je
proménna implicitné statickd) omezuje jeji viditelnost na modul.
Ponechava si hodnotu pfi opusténi bloku, existuje po celou dobu
chodu programu, v datové oblasti

extern Rozéifuje viditelnost statickych proménnych z modulu na cely program,
globalni proménné, extern tam, kde se pouZije, definice bez v datové
oblasti

« Pozn: v deklaraci proménné |ze uvést vzdy jen jeden SCS

x JAVA: globalni proménné nejsou, obchézi se také deklaraci static (ale je t¥eba si
uvédomit odlisny vyznam, static v JAVE zptusobi, Ze proménna existuje pouze jednou
pro celou t¥idu, v8echny instance ji sdili (konstanty v JAVE - final))
13.9.2 Stdin
Nacteni hodnoty ze stdin: scanf("%d", &x);

e do funkce scanf vstupuje jako parametr adresa (resp. reference) pamétového mista,
kam se mé nac¢tend hodnota ulozit

e jde o predani parametru odkazem, jde tedy o parametr, ktery muze byt vyuzit pro
vstup i vystup hodnoty (x JAVA - parametry pouze hodnotou (primitivni typy))

e funkce v C muZe takto ,,vracet “ vice hodnot

13.9.2.1 Bezpecné nacteni double v C

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
int nextDouble(double *cislo){

// === Bezpecne pro libovolny zadany pocet znaku ===
// Navratova hodnota:
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// TRUE - zadano realne cislo
// FALSE - neplatny vstup
enum boolean {FALSE,TRUE}; // v ANSI C99 uz existuje true a false, zde vyjlty
const int BUF_SIZE = 80;
char vstup[BUF_SIZE],smeti[BUF_SIZE];
// fgets precte az sizeof(vstup)-1 znakid ze stdin (standardni vstup) a pushne je
fgets(vstup,sizeof (vstup),stdin);
// sscanf je jako scanf, ale cteno z bufferu
if (sscanf (vstup,"%1f%["\nl",cislo,smeti) != 1)
return(FALSE); // Input error

return(TRUE) ;

13.10 Dynamicka sprava pameti - Alokace pameti

Pole l1ze alokovat norméalné staticky, musi se ale pfedem zadat jeho velikost.
Zpusob dynamické alokace:

(int*)malloc(count*sizeof (int)) //zde je typ proménné int*, ne int !
Komplexnéjsi priklad pouziti:

int* ctiPolel (int *delka, int max_delka){

// Navratovou hodnotou funkce je ukazatel na pridelene pole

int i, *p;

printf (" Zadejte pocet cisel = ");

// funkce nextInt je temer totozna, jako funkce nextDouble predstavena vyse
if (!'nextInt(delka)) {

printf("\n Chyba - Zadany udaj neni cele cislo\n\n");
exit (EXIT_FAILURE);

}
if(xdelka < 1 || *delka > max_delka){

printf("\n Chyba - pocet cisel = <1,%d> \n\n",MAX_DELKA);
exit (EXIT_FAILURE) ;

}
// Alokace pameti (prideleni pameti z "heapu")

if ((p=(int*)malloc((*delka)*sizeof (int))) == NULL){
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printf("\n Chyba - neni dostatek volne pameti \n\n");
exit (EXIT_FAILURE);

}
printf("\n Zadejte cela cisla (kazde ukoncit ENTER)\n\n");
for (i = 0; i < *delka; i++) {

if ('nextInt(p+i)) {

printf("\n Chyba - Zadany udaj neni cele cislo\n\n");
exit (EXIT_FAILURE) ;

}

return(p); // p - ukazatel na pridelene a naplnene pole

¥

Dealokace probihéa pomoci funkce free, predava se ji ukazatel na zac¢atek alokované paméti:

void free(void *ptr)

13.11 Operatory

Jako JAVA. Vyraz miize byt operandem, vyraz ma typ a hodnotu (x void hodnotu nem4).
Priority operétort:

C - Priorita a asociativita operatoru

- Poradi vyhodnocovani vyrazu se fidi prioritou a asociativitou

« 18/2*3+11je 38 .... (18/2)*3 +11

Priorit | Operator Asociativit Prio | Operator Asociativit

a a rita a

1 0n- L>R 9 |» L>R

) [ ST R->L 10 || L>R
(type) * & sizeof

3 *I % L->R 11 | && L->R

4 + - L->R 12 ||| L->R

D << >> L->R JFET RO R-=L

6 < <= > >= L->R 14 |= += = *= /= %= |R->L

&= M= |= <<= =>=
7 == I= L>R 15 |, L>R
8 & L->R

e Ve vyrazu: funkcel() + funkce2(), neni definovano, ktera funkce se provede jako
prvni.
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e Mame (2 piikazy): int a = 3; at=a++ + ++a * at+;
— v JAVE: 31

— v C: 26, 31, ... neni definovano pofadi, programator nen{ upozornén, Ze jde o

nejednoznacny zapis

e Zkracené vyhodnocovani logickych operatoru (viz JAVA)

e Operandy musi byt stejného aritmetického typu, nebo oba struct nebo union ste-
jného typu, nebo oba pointery stejného typu (pravy muze byt NULL)

Pristup do paméti - operatory:

C - Operatory - pfistupu do paméti

Operato | Vyznam Piiklad | Vysledek
r
& Adresa proménne | &x Konstantni pointer na x
" Nepfima adresa P Proménna nebo funkce adresovana ukazatelem p
[] Prvek pole x[i] *(x+i), prvek pole x s indexem i
Prvek struct / S.X Prvek x struktury / unionu s
union
-> Prvek struct / p->x% Prvek x struktury / unionu s adresovany
union ukazatelem p

+ Operandem operatoru & nesmi byt - bitové pole a proménna ftfidy register
* Operator nepfime adresy * - umoznuje pristup pomoci ukazatele (pointer)
p¥: int a,*pa; // proménni int a ukazatel na int

pa=é&a; // adresa a do pa
*pa=45; // totez jako a=45
pr: double a[l0],*pa; // proménna int a ukazatel na int
pa=a; // adresa pole af] do pa (neni &)
* (pa+3)=12; /f 3 nebo pa[3]
DiEAkl~A A5

13.12 Ukazatelé - Pointery

e Motivace

Predavani parametru odkazem

Préce s poli, rizeni pruchodem polem

Pointer na funkci

Vyuzivani pole funkci

Vytvareni seznamovych struktur

HeSovani

e Na rozdil od Javy je mozné s ukazatelem provadet aritmetické operace
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Ukazatel v C je primo implementovan pameti procesoru a je mozné primo adresovat,
vcetne pozadavku na registry

— Mocny néstroj pro implementaci strojove orientovanych aplikaci

Ukazatel (pointer) je promenna jejiz hodnotou je ,ukazatel“na jinou promennou
(analogie neprimé adresy ve strojovém kodu ci v assembleru)

Ukazatel ma téz typ promenné na kterou muze ukazovat
— ukazatel na char, int,..
— ,,ukazatel na pole*

ukazatel na funkci

ukazatel na ukazatel

— atd.

Ukazatel muze byt téz bez typu (void), pak muZe obsahovat adresu libovolné
promenné. Jeji velikost pak nelze z vlastnosti ukazatele urcit

Neplatné adresa, ale definovana v ukazateli ma hodnotu konstanty NULL (které-
mukoliv pointeru lze pfiradit hodnotu NULL)

C za behu programu nekontroluje zda adresa v ukazateli je platna e

Specialitou C je pointer na funkci!

— ukazatel umozni, aby funkce byla parametrem funkce

— ukazka:

void funkcel(int x); // Prototyp funkce

void (*pFnc) (int x); // Ukazatel na funkci s parametrem int
int max=200;

pFnc=funkcel; // Adresa funkcel do ukazatele pFnc

(*pFnc) (max); // volani funkce ‘‘funkcel’’ s parametrem max

Pomoci ukazatele lze predavat parametry funkci odkazem (call by reference) — zak-
ladni vyuziti

Adresa promenné se zjisti adresovym operatorem & (ampersand), tzv. referencni
operator (promenné >>> adresa této promenné) int x;

K promenné na kterou ukazatel ukazuje se pristoupi operatorem neprimé adresy *
(hvezdicka), tzv. dereferencni operator (promenné ukazatel >> hodnota z adresy,
kam ukazuje) int *px; px—=&x;
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13.12.1 Ukazka pro lepsi pochopeni

int x=30; // promenna typu int, &x - adresa promenné Xx

int *px; // *px promennad typu int, px promennd typu pointer na int
px=&x; // do promenné typu pointer na int se ulozi adresa promenné x
printf(" %d " " %4 \n", x, px); // 30 2280564

printf(" %d " " %d \n", &x, *px); // 2280564 30

printf(" %d " " %d \n", *(&x), &(*px)); // 30 2280564

13.12.2 Dalsi ukazka

int x;

int *px;

int **ppx;

x=1;

px=NULL;

ppx=NULL;

px=&x;

PPx=&px;

**ppx=6 ;

*px=10;

x = bb;

// *ppx = 20 // CHYBA, konverze int na int* nelze
// px = 20 // CHYBA, konverze int na int* nelze

printf(" %d " " Yd " " %d" " \n", x, *px, *xppx); // 55 55 55
printf(" %d %d %d %d " , &x, px, ppx, *ppx); // 2293527 2293527 2293527 (pozn. poi
13.12.3 Operace s pointery
e Povolené aritmetické operace s ukazateli:
— —pointer + integer
— pointer - integer
— pointer] - pointer2 (musi byt stejného typu)
e Povolené operandy relace:

— dva ukazatele (pointers) shodného typu nebo jeden z nich NULL nebo typu
void

e Jednoduché prirazeni - povolené operandy

— dva operandy typu - pointer (stejného typu) nebo pravy operand=NULL nebo
jeden pointer typu void

e Aritmetické operace jsou uzitecné kdyz ukazatel ukazuje na pole

15



13.13 Pole
e Pole je mnozina prvku (promennych) stejného typu
e K prvkum pole se pristupuje pomoci poradového cisla prvku (indexu) e
e Index musi byt celé cislo (konstanta, promenné, vyraz)
e Index prvniho prvku je vzdy roven 0
e Pole se funkcim predava odkazem: void funkcePole (int pl| )
e Prvky pole mohou byt promenné libovolného typu (i strukturované)
e Pole muze byt jednorozmerné i vicerozmerné (prvky pole jsou opet pole)

e Definice pole urcuje:
— jméno pole
— typ prvku pole
— pocet prvku pole

e Prvky pole je mozné inicializovat

e Pocet prvku statického pole musi byt znam v dobe prekladu
e Prvky pole zabiraji v pameti souvislou oblast!

e Velikost pole (byte) = pocet prvku pole * sizeof (prvek pole)

e C - nemé promennou typu String, nahrazuje se jednorozmernym polem z prvku
typu char. Posledni prvek takového pole je vzdy ‘\0’ (null char)

— lze také zapsat char *c; ¢ = “ja jsem string”; // ¢ je ukazatel na prvni prvek
pole

C - nekontroluje za behu programu, zda vypocitany index je platny!
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C - Deklarace pole (array):
char poleA [9]@%ié<ijdnorozmerne pole z prvku char

int poleB[3] [3]; dvourozmerne pole z prvku int
UloZeni v pamétd

Lo [+ f2 [3 14 |5 |6 [7 |8 |

C - Inicializace pole: poleB [0][0]. [0][1]. [01[2]. [11[0]. [1][1]. [1][2]. [2][0]. [2][1]. [2]2].

double x[]={0.1, 0.4, 0.5};

char s[]="abc”;

char 'sifl={'a','b’,'ec',*\0"'}; // totez jako "abc”

int ai[3][3]1={{1.,2,3}, {4.5.6}, {7.8,8}};

char cmd[] [10] ={"Load", "Save™, "Exit"};

// druhy rozmer nutny

C - Pristup k prvkim pole:
aif1] [3]=15*2;

Identifikator pole je poinFrx—\l\

S A o o O T Ao sl
int x[9]; @/
x[2]=33;

x[i] ~~ obsah prvku pole i

// x ~~ pointer na pocéatek pole

//&x[i] ~~ adresa prvku pole - “adresa x” + i * sizeof (int)
//x[i] ~~ obsah prvku pole - *(x + i)

int *p x;
px=2x; // ~~px = &x[0];

for (i=0;i<9;i++)x[1]1=0;

for (i=0;i<9;i++) (p. x + i)=0;

« Jméno pole je konstantni ukazatel na pocatek pole (na prvek x[0])

13.14 Hlavickové soubory
e Divody:
— Deklarace funkéniho prototypy pfed pouzitim
— Prostfedek pro zptehlednéni struktury programu
— Ukryti definice funkce, moznost vytvareni knihoven

* Predani souboru .h + .obj

* Vlastni definice funkce v souborech s relativnim kédem .obj

e Obsahuji
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Hlavicky funkei (funkéni prototypy)

deklarace funkce

Deklarace globalnich proménnych

Definice datovych typu
— Definice symbolickych konstant

— Definice make
e obdoba interface”

e Priklad soubor xxx.h:

/* podmineny preklad proti opakovanemu vkladani ,,include‘‘ */

#ifndef XXX // &ti: if not defined = proti duplicité = podminény preklad
#define XXX

/* definice symb. konstant vyuzivanych i v jinych modulech */

#define CHYBA -1.0

/* definice maker s parametry */

#define je_velke(c) ((c) >= ‘A’ && (c) <= ‘Z°)

/* definice globalnich typu */

typedef struct{

int vyska;
int vaha;

} MIRY;

/* deklarace globalnich promennych modulu xxx.c */

extern MIRY m; // v jiném modulu bude definice MIRY m;

/* uplne funkcni prototypy globalnich funkci modulu xxx.c */
extern double vstup_dat(void);

extern void vystup_dat(double obsah);

#endif

e Piiklad soubor xxx.c (includuje xxx.h)

#include <stdio.h> /* standardni vkladx*/

#include ,,xxx.h" /* natazeni konstant,prototypu funkci a globalnich typu vlastniho mo
/* deklarace globalnich promennych */

extern int z; /*ktere nebyly definovény v hlavilkovém soubor */

/* definice globalnich promennych */

int y;/* které nejsou definovany v hlaviékovém soubor */

/* lokalni definice symbolickych konstant a maker */

#define kontrola(x) ( ((x) >= 0.0) ? (x) : CHYBA_DAT )

/* lokalni definice novych typu */

typedef struct{} 0SOBA;

18



/* definice statickych globalnich promennych */
static MIRY m;

/* uplne funkcni prototypy lokalnich funkci */
int nextDouble(double *cislo);

/* funkce main() */

int main(int argc, charx* argv){}

/* definice globalnich funkci - to, ze je glob., bylo definovano v xxx.h */
double vstup_dat(void){ ...return ();}
/*funkéni prototypy v.h souboru*/

void vystup_dat(double obsah){ ... }

/* definice lokalnich funkci */

int nextDouble(double *cislo){... }

13.15 Typedef

Umoznuje vytvaret nové datové typy:

typedef double *PF;
typedef int CELE;
PF x,y;

CELE 1i,j;

13.16 Struktury

e Struktura je kone¢nd mnozina prvki (proménnych), které nemusi byt stejného typu

— Obdoba t¥idy bez metod v Javé
— Record v jinych jazycich

Skladba struktury je definované uzivatelem jako novy typ sestaveny z jiz defino-
vanych typua

K prvkim struktury se pfistupuje teckovou notaci

K prvkim struktury je mozné pfistupovat i pomoci ukazatele na strukturu operé-
torem ->

Struktury mohou byt vnofené (jak se to fesi v Javé? odpovéd: Patrné kompozici.)

Pro struktury stejného typu je definovéina operace pfifazeni structl=struct2

— (pro proménné typu pole piimé pfifazeni neni definovano, jen po prvcich) —
co z toho vyplyva???

Struktury (jako celek) nelze porovnavat relaénim operatorem ==

— co z toho vyplyva???
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e Struktura muZe byt do funkce predaviana hodnotou i odkazem

e Struktura muze byt navratovou hodnotou funkce

typedef struct { // <==== Pomoci Typedef
char jmeno[20]; // Prvky struktury, pole
char adresa[50]; // - ‘¢ - pole

int telefon; /] - -

int }Tid,*Tidp;

Tid sk1,skAvt[20]; // struktura, pole struktur
Tidp pid; // ukazatel na strukturu
skl.jmeno=‘Jan Novak’’; // teckova notace
skl.telefon=123456;

skAvt [0] . jmeno=""Jan Novak’’; // prvek pole
skAvt[3] .telefon=123456;

pid=&skl; // do pid adresa struktury
pid->jmeno=‘‘Jan Novak’; // odkaz pomoci ->
pid->telefon=123456;

(xpid) . jmeno=*‘Jan Novak’’; // odkaz pomoci *
(*pid) .telefon=123456;

13.17 Union

e Union je mnozina prvki (proménnych), které nemusi byt stejného typu
e Prvky unionu sdileji spoleéné stejna pamétova mista (piekryvaji se) e
e Velikost unionu je dana velikost{ nejvétsiho z jeho prvku

e Skladba unionu je definovana uzivatelem jako novy typ sestaveny z jiz definovanych
typi

e K prvktim unionu se pristupuje tec¢kovou notaci

~

e pI:
union Tnum{ // <==== Tnum=jmeno sablony (tag)
long n;
double x;
s

union Tnum nx; // nx - promenna typu union
nx.n=123456789L; // do n hodnota long
nx.x=2.1456; // do x hodnota double (prekryva n)
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13.18 Podmineny preklad

#if VERSE_CITACE ==

do {

} while(TRUE);

#endif

13.19 Definice vs. deklarace

1. Deklarace urc¢uje interpretaci a vlastnosti identifikdtoru(i)

2. Definice je deklarace véetné pridéleni paméti (memory allocation) proménnym,
konstantam nebo funkcim

13.20 Standardni knihovny

vvvvvv

atické operace, praci s retézci, tf¥idéni, blokové presuny dat v paméti, praci s datem
a Casem, komunikaci s opera¢nim systémem,spravu pameéti pro dynamické pfidélovani,
vyhodnoceni béhovych chyb (run-time errors) apod..Tyto a dalsi funkce jsou vsak ob-
sazeny ve standardnich knihovnach (ANSI C Library) dodavanych s piekladaci jazyka
C. Uzivatel dostava k dispozici prelozeny kod knihoven (ktery se pfipojuje — linkuje k
uzivatelovu kodu) a hlavickové soubory (headers) s prototypy funkei, novymi typy, makry
a konstantami. Hlavickové soubory (obdoba interface v Javé) se pfipojuji k uzivatelovu
koédu direktivou preprocesoru #include <...>. Je zvykem, Ze hlavickové soubory maji
rozsifeni * h, nap¥. stdio.h.
Priklad:

e Vstup a vystup (formétovany i neformatovany) - stdin.h

e Rozsahy ¢&isel jednotlivych typt - limits.h

e Matematické funkce - stdlib.h, math.h

e Zpracovani béhovych chyb (run-time errors) - errno.h, assert.h

e Klasifikace znaku (typ char) - ctype.h

e Prace s fetézci (string handling) - string.h

e Internacionalizace (adaptace pro rizné jazykové mutace) - locale.h

e Vyhledavani a tfidéni - stdlib.h
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Blokové ptfenosy dat v paméti - string.h

Sprava paméti (Dynamic Memory Management) - stdlib.h
Datum a ¢as - time.h

Komunikace s operaénim systémem - stdlib.h, signal.h

Nelokalni skok (lokalni je soucasti jazyka, viz goto) - setjump.h
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14 Asymptotickd casova a pametova
slozitost algoritmii, rad riastu funkci.
(A4B36ALG)

14.1 Asymptoticka casova a pametova slozitost algoritmi

Asymptoticka slozitost je zptsob klasifikace poéitacovych algoritmu. Urcéuje operaéni
néaro¢nost algoritmu tak, Ze zjistuje jakym zptsobem se bude chovani algoritmu ménit v
zavislosti na zméné velikosti (po¢tu) vstupnich dat.

14.1.1 Trida slozitosti

Funkce vyjadiujici pocCet operaci potfebnych ke zpracovani dat.

1 < log(n) < n < nxlog(n) < n* <« k" < n! < n"

Pokud spadaji dva algoritmy do riznych tiid asymptotické slozitosti, pak vzdy existuje
takové mnozstvi dat, od kterého je asymptoticky lepsi algoritmus vzdy rychlejsi, bez
ohledu na to, kolikrat je néktery z pocitact vykonnéjsi.

14.2 Rad ristu funkci

U vétsiny algoritmii nelze Tici, Ze jejich slozitost odpovida presné jedné tiidé, protoze
rychlost algoritmu zavisi také na povaze dat. Z tohoto duvodu se pouZivame Fad ristu
funkei, ktery zohlediiuje nejhorsi i nejlepsi mozny béh algoritmu.

e O(f(x)) - Omicron(f(x)) — algoritmus probiha asymptoticky stejné rychle nebo
rychleji nez f(x)

e Q(f(x)) - Gamma(f(x)) — algoritmus probiha asymptoticky stejné rychle nebo po-
maleji nez f(x)

e O(f(x)) - Theta(f(x)) — algoritmus probiha asymptoticky stejné rychle jako f(z),
zaroven plati O(f(z)) a Q(f(x))



Funkce f(z) ohrani¢uje funkci naseho algoritmu g(z), O(f(x)) vyjadifuje ohrani¢eni
shora, zatimco Q(f(x)) zdola. ©(f(z)) pak zna¢i ohrani¢eni z obou stran. Zapsano jinak

O(f(z)) = (Fc > 0)(Ing)(Vn > ng) : g(n) < cx f(n)

Q(f(x)) = (3¢ > 0)(Fno)(Vn > no) : ¢ f(n) < g(n)

O(f(x)) — (Fer,c2 > 0)(Ing)(Vn > ng) s c1 % f(n) < g(n) < cox f(n)

kde ¢,c1,c0 € R%%ng,n € N f,g € N — R29. Vzorce Fikaji, Ze existuje takova konstanta
c a takové n vétsi nez urcité ng, od kterého plati odpovidajici nerovnost.



15 Zakladni algoritmy razeni (mergesort,
quicksort, heapsort, radixsort) a
vyhledavani ptlenim intervalu, jejich
slozitost. (A4B36ALG)

15.1 Zakladni algoritmy razeni

V popiscich jednotlivych algoritmii se vyskytuji nasledujici hesla a charakteristiky

Rozdél a panuj

Tato metoda oznacuje ty algoritmy pro préci s daty, které resi problém rozdélenim fesené
tlohy na diléi €asti (podproblémy), nad kterymi se provadi algoritmicka operace.
Casto se tato metoda implementuje rekurzivné nebo iterativné a pivodni tloha se déli
na stéle mensi ¢asti.

Stabilni/nestabilni algoritmus

Stabilnim algoritmus je ten, ktery zachovava poradi stejnych prvka, tak jak byly na
vstupu v seznamu. Sefadi je na odpovidajici misto, ale v ramci stejnych prvka ztustanou
ve stejném pofadi. U nestabilniho algoritmu toto nezarucime.

15.1.1 Mergesort

’ Grafické zpracovani mergesortu z predmétu A4B36ALG spolecna/15/mergesort.pdf

Mergesort je stabilni radici algoritmus typu rozdeél a panuj s asymptotickou slozitosti
O(n = log(n)). Merge sort pracuje na bazi slévani jiz sefazenych ¢asti pole.

15.1.1.1 Merge

Proces merge nebo-li slévani probiha néasledovné. Méame dva seznamy, u kterych vime,
7e jsou sefazeny ve stejném pofadi. Postupné je prochazime a divame se, ktery z pravé
iterovanych ¢lent je vétsi (pfipadné mensi, zaleZzi, jak srovnavam). Ten vétsi (resp.
mensi) z dvojice vloZime do pomocného seznamu. Takto se dostanem do faze, kdy jeden
ze seznamu, kterymi iterujem, je uz prazdny. MuZzeme tedy zbytek druhého vzit a cely
ho zkopirovat na konec do pomocného seznamu.

Ve vypsaném koédu je prvni while cyklus na Fadku 13 porovnavani. Z nésledujicich
dvou cykli (21 a 25) se provede jen jeden a to ten, ktery zkopiruje do pomocného seznamu
zbyvajici ¢leny jednoho ze dvou iterovanych seznamd.
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/%%
x Slevani pro Merge sort
x @param array pole k serazent
x @param auzr pomocne pole (stejne wvelikosti jako razene)
x @param left pruni index, mna ktery smim sahnout
x @param right posledni index, ma ktery smim sahnout
v/
private static void merge(int || array, int|| aux, int left , int
right) {
int middleIndex = (left + right)/2;
int leftIlndex = left;
int rightIndex = middleIndex + 1;
int auxIndex = left;
while (leftIndex <= middleIndex && rightIndex <= right) {
if (array[leftIndex]| >= array|[rightIndex]) {
aux [auxIndex| = array|leftIndex++][;
} else {
aux [auxIndex| = array|[rightIndex++]|;
¥
auxIndex+-+;
}
while (leftIndex <= middlelndex) {
aux [auxIndex| = array|[leftIndex++];
auxIndex—++;
}
while (rightlndex <= right) {
aux [auxIndex| = array|rightIndex++][;
auxIndex—++;
}
}

15.1.1.2 Prabeh algoritmu

Algoritmu dodédme array, ktery postupnym pulenim rekurzivné rozdélime do nejmensich
skupin, tedy dvojic a pripadné lichého ¢lenu. Na fadku 14 aplikujeme proces merge na
tyto malé jednotky, a ve stacku, ktery se ndm b&hem rekurze vytvofil, sko¢ime o Grovén
vys, kde slévadme podseznamy délky 4, pripadné 3. Takto skdc¢eme az do chvile, kdy se
ocitneme v hlavni smyc¢ce programu a slévame levou a pravou polovinu seznamu, ktery
nam byl vlozen na vstupu.
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*/
public static void mergeSort(int || array, int|] aux, int left ,
int right) {

Razeni slevanim (od nejvyssiho)

@param array pole k serazeni

@param auzr pomocne pole stejne delky jako array
@param left prvni inder na ktery se smi sahnout
@param right posledni indexr, na ktery se smi sahnout

if (left = right) return;

int middlelndex = (left + right)/2;

mergeSort (array , aux, left , middleIndex);
mergeSort (array , aux, middlelndex + 1, right);

merge (array , aux, left , right);

15.1.2 Quicksort

’ Grafické zpracovani quicksortu z predmétu A4B36ALG spolecna/15/quicksort.pdf

Quicksort je velmi rychly nestabilni Fadici algoritmus na principu rozdél a panuj s

asymptotickou slozitosti O(n?) a s otekavanou slozitostiO(n * log(n)).

15.1.2.1 Prabeh algoritmu

1. Levy index se nastavi na zacatek zpracovavaného tiseku pole, pravy na jeho konec,
zvoli se pivot, nejjednoduseji tak, Ze se vybere prvek na zacatku zpracovavaného
useku. Levy index se pohybuje doprava a zastavi se na prvku vet$im nebo rovném
pivotovi. Pravy index se pohybuje doleva a zastavi se na prvku mensim nebo
rovném pivotovi.

. Pokud je levy index jesté pred pravym, prislusné prvky se prohodi, a oba indexy
se posunou o 1 ve svém sméru. Jinak pokud se indexy rovnaji, jen se oba posunou
o 1 ve svém sméru.

. Cyklus se opakuje, dokud se indexy neprekiizi, tj. pravy se dostane pred levého.

. Nasleduje rekurzivni volani (zpracovani ,malych" a ,velkych" zvlast) na tsek od
zacatku do pravého indexu véetné a na tsek od levého indexu véetné az do konce,
ma-li prislusny tsek délku vétsi nez 1.



© 00 N O U k= W N =

e e e
T W N = O

private static void gSort(int a[]|, int low, int high) {

int iLL = low, iR = high;
int pivot = a|low|;
do {
while (a|iL| < pivot) iL++;
while (a[iR]| > pivot) iR——;
if (iL < iR) {
swap (a,iL, iR);
Lt iR——; }
else
if (iL — iR) { iL{+; iR——;}
} while( iL <= iR);
if (low < iR) qgSort(a, low, iR);
if (iL < high) qSort(a, iL, high);




15.1.3 Heapsort

Grafické zpracovani heapsortu z predmétu A4B36ALG spolecna/15/heapsort.pdf

Heapsort (fazeni haldou) je jednim z nejefektivnéjsich radicich algoritmu zaloZenych
na porovnavani prvki s asymptotickou slozitosti O(n x log(n)). Heapsort je nestabilni.

15.1.3.1 Vlastnosti haldy

Halda je binarni strom s rekurzivni vlastnosti byti haldou. Rekurzivita vlastnosti znaci,
ze 1 kazdy podstrom haldy je taktéz haldou. V kazdé haldé také plati, Ze otec ma vzdy
vyss8i hodnotu nez jeho potomci. Pii jeji implementaci polem pak také plati, ze pokud
je otec na indexu i, tak jsou jeho potomci na indexech 2i + 1 a 2i + 2 (indexovano od
0). Z tohoto uspofadani plyne, Ze tvar haldy je pyramida s ¢aste¢né useknutou pravou
stranou zékladny.

15.1.3.2 Prabeh algoritmu

Budu se odkazovat na zdrojovy kod na nésledujici strance.

1. Postavme haldu nad zadanym polem. To se déje ve for-cyklu na fadku 7. Je
dilezité povSimnout si, Zze cyklus probihd od poloviny a jde pozpéatku. Proc¢?
ProtoZe seznam znézornuje haldu, to znamena, Ze rodi¢em posledniho ¢lenu bude
prostiedni ¢len. Tohle je pot¥eba pochopit, mrknéte na spolecna/15/heapsort.pdf.

2. 7 naseho neusporadaného seznamu jsme udélali haldu. Je to porad seznam, array,
ale spliiuje charakteristiku haldy. Na rfadku 10 zac¢ina Fazeni.

3. Zafneme tim, Ze prvek na vrcholu prohodime s i-tym prvkem seznamu (fadek 11).
Tim dosédvame na konci seznamu jiz sefazené prvky.

4. Prohozenim se ale na vrcholu haldy miize ocitnout prvek, ktery tam nemé co délat.
Proto na radku 12 dojde k opraveni haldy.

Hlavni ¢ast algoritmu je v metodé repairTop. Ta zaradi vrchol haldy na spravné misto
(fadek 38, proménna topIndex se nastavi ve while-cyklu) a nahradi ho prvkem, ktery
mé byt na vrcholu (fadek 31).
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/%%
x Heapsort — razeni haldou
x @param array pole k serazent
x @param descending true, pokud ma byt pole serazeno sestupne,
false pokud vzestupne
v/
public static void heapSort(Comparable|]| array, boolean
descending) {
for (int i = array.length / 2 — 1; i >= 0; i—) {
repairTop (array , array.length — 1, i, descending ? 1
—1);
}
for (int i = array.length — 1; i > 0; i—) {
swap (array, 0, i);
repairTop (array, i — 1, 0, descending ? 1 : —1);
}
¥

/%%

*

Umisti vrchol haldy na korektni misto v halde (opravi haldu)
@param array pole k setrizeni

@param bottom posledni index pole, na ktery se jeste smi
sahnout

x @param toplndex index vrsku haldy

x @param order smer razeni == sestupne, —1 == wvzestupne

v/

private static void repairTop (Comparable || array, int bottom,
int topIndex, int order) {

Comparable tmp = array|[topIndex|;

int succ = toplndex * 2 + 1;

if (succ < bottom && array|succ|.compareTo(array|succ + 1])

* %

= order) {
succ—+-+;
}
while (succ <= bottom && tmp.compareTo(array|[succ|) = order
) {
array [topIndex| = array[succ]|;
topIndex = succ;
succ = succ x 2 + 1;

if (succ < bottom && array [succ]|.compareTo(array|[succ +
1]) = order) {
succ—+-+;

}

}

array [topIndex| = tmp;




15.1.4 Radixsort

Grafické zpracovani radixsortu z prfedmétu A4B36ALG spolecna/15/radixsort.pdf

Princip radix sortu vychazi pfimo z definice stabilniho fazeni — radici algoritmus je
stabilni, pokud zachovava poradi kli¢a, které maji stejnou hodnotu (tj. pokud stuktury
sefadime napted dle klice A, poté podle klice B, tak jsou sefazeny podle B, a kde jsou
si hodnoty B rovny, tam jsou struktury v pofadi daném klicem A).

Popis algoritmu vychéazi z nasledujiciho kusu kédu, ktery je ale zkracen. Cela kopie je v
spolecna/15/radixsort.java. Nazvy proménnych vychézi z oznaceni v spolecna/15/radixsort . pdf,
je proto dobré prochézet si kod zaroven s timto pdf.

1. Vytvorime pomocné tabulky
e z - prvni vyskyt znakt
e k - posledni vyskyt znakt
e d - tabulka odkazt na dalsi vyskyt znaku

a to z posledniho znaku slova (posledni kli¢ pti fazeni, fadek 4). Funkce initStep
projde pole vSech slov na vstupu (15), zjisti posledni pismeno (16), pokud jesté neni
v tabulce prvnich vyskytt znaku z, pfida ho do nf a zaroven do tabulky posledniho
vyskytu znaku k (18). Pokud uz néjaky zaznam s kli¢em c existuje, algoritmus
ulozi na jeho pozici v tabulce d odkaz na pravé iterovany prvek (20), tento prvek
se stane i poslednim vyskytem daného znaku (21).

2. Poté za¢neme iterovat pres délku slov na vstupu (5) - to je diivod, pro¢ musi byt
vSechny fetézce ruzné délky uvedeny na stejnou délku pripojenim "nevyznamnych
znaki", nap¥. mezer.

3. Funkce radixStep se podiva na aktudlni pomocné tabulky, které urcuji pofadi
prvkia podle aktuédlniho klice. Pii prvnim prichodu funkci to tedy bude podle
posledniho znaku.

Vlastni funkce radixStep za¢ind iteraci pies pole prvnich vyskytia znaki (28). V
ni je vnoren dalsi cyklus uréen pomocnou tabulkou d a k. Pokud se aktualni
prvek rovna koncovému vyskytu znaku (39), tento vnitini cyklus skon¢i. B&hem
tohoto cyklu se testuje to samé jako ve funkci initStep s tim rozdilem, Ze ten-
tokrat ukladame informace do pomocnych tabulek z1, k1, d1 (34, 36, 37), takze
si nepfepiSeme aktualné iterované z, k, d. Piepsani probéhne az v hlavnim cyklus
programu (7, 8, 9).
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void radix sort (String [] a) {
int len = ...; // number of chars used (2°167)
int [|] z = new int [len]|; int [| k = new int [len]|; int []
z1 = new int [len]; int [| kl = new int [len]|; int [|] d =
new int [a.length]|; int [|] dl = new int [a.length]; int
[l aux;
initStep (a, z, k, d);
for (int p = a|0].length()—2; p >= 0; p— ) {
radixStep(a, p, z, k, d, zl, k1, dl);
aux = z; z = zl; zl = aux;
aux = k; k = kl1; k1l = aux;
aux = d; d = dl1; dl = aux;
}
}
void initStep (String][] a, int|| z, int [] k, int[] d){

int pos = a[0].length()—1;
for (int 1 = 0; i < a.length; i++) {
¢ = (int) a[i].charAt(pos);
if (z|lc] — —1)
klc] = z[c]|] = i;
else {
dlk[c]] =
kfc] =

[EP

}
}
}

void radixStep (String[|a, int pos, int[] z, int][] k,
int[] d, int[| 21, int[] k1, int[] dI1){
for (int i = 0; i < z.length; i++)

if (z[i] = -1) {
j=z[i];
while (true) {
¢ = (int) alj]|.charAt(pos);
if (z1[c] = -1)
Kife]= z1fc] - j;
else {
difki[c]] = j;
klfe2] = j;
}
if (j = k|i]) break;
Jo=dlil;




15.1.5 Vyhledavani palenim intervalu

Metoda piileni intervalu (nebo také binarni vyhledavéani) je vyhledavaci algoritmus typu
rozdél a panuj na nalezeni zadané hodnoty v usporadaném seznamu pomoci zkra-
covani seznamu o polovinu v kazdém kroku.

Binarni vyhledavani najde median, porovna s hledanou hodnotou a na zakladé vysledku
porovnani se rozhodne o pokracovani v horni nebo dolni ¢asti seznamu a rekurzivné
pokracuje od zac¢atku. Binarni vyhledavani je algoritmus s logaritmickou ¢asovou slozi-
tosti O(log(n)). Pfesnéji, je potieba iteraci na ziskani vysledku. Je znaéné rychlejsi nez
linearni vyhledavani, které ma ¢asovou slozitost O(n). Nicméné vyzaduje, aby data byla
setfidéna, je tudiz vhodny jen pro urc¢itou mnozinu problémada.

15.1.6 Srovnani slozitosti

Grafické zpracovani slozitosti vypracované z predmétu A4B36ALG spolec-
na,/15/benchmark.pdf

’ ‘ Nejhorsi pripad ‘ Nejlepsi piipad ‘ Prumérny piipad ‘ Stabilni ‘

Quick sort O(n?) O(nlog(n)) ©(nlog(n)) Ne
Merge sort O(nlog(n)) O(nlog(n)) O©(nlog(n)) Ano
Heap sort ©(nlog(n)) ©(nlog(n)) ©(nlog(n)) Ne
Radix sort Ano




16 Datové typy, seznam, zasobnik,
fronta, operace s nimi, jejich
slozitost. Vyhledavaci a rozhodovaci
stromy (binarni, AVL, B) jejich
specifika a vyuziti, efektivita operaci,

volba rozptylovaci funkce pro
specifické typy dat. (A4B36ALG)

16.1 Datové typy

Datovy typ definuje v programovani druh nebo vyznam hodnot, kterych smi nabyvat
proménné (nebo konstanta). Datovy typ je uréen oborem hodnot a zaroven vypocetnimi
operacemi, které lze s hodnotami tohoto typu provadét. Datovy typ nemtiZe byt urcen
pouze oborem hodnot, protoze existuji i datové typy, lisici se pouze v operacich, které je
s nimi mozné provadét.

Nasledujici vypis je pro jazyk Java.

16.1.1 Primitivni datové typy

’ typ ‘ popis ‘ velikost ‘
byte celé &islo 8 bita
short celé ¢islo 16 bita

int celé ¢islo 32 biti
long celé ¢islo 64 bitu
float realné ¢islo 32 bitu
double realné cislo 64 bitu
char znak UNICODE | 16 bitu
boolean | logickd hodnota 1 bit

16.1.2 Referencni datové typy
e Objekty

e Pole



Hodnota referenéni proménné je odkaz (reference) do paméti na misto, kde je objekt
(nebo pole) ulozen. V jinych programovacich jazycich se pouzivaji pro tento ucel pointery
(ukazatelit do paméti), v Javé se piimo s paméti nepracuje, misto pointerii se pouZivaji
referen¢ni proménné.

Typ null je prazdna hodnota pro referenéni typy a znamené, %e chybi odkaz na objekt
resp. pole.

JelikoZ referen¢ni proménné obsahuje pouze odkaz na objekt, nikoli objekt samotny,
prifazenim jeji hodnoty jiné proménné se piifadi opét pouze reference na ptuvodni objekt,
nikoli jeho samotné data tak, jak to bylo u primitivnich datovych typii.

16.2 Seznam

V Javé je seznam implementovan t¥idou ArrayList. Uklada veskeré prvky do bézného
pole, které ma neménnou délku. V okamziku, kdy prekroc¢ime délku tohoto pole, tak Ar-
rayList vytvofi nové pole dvojnasobné délky, prekopiruje do néj veskeré prvky a puvodni
pole zahodi.

V piipadé, Ze je znaCné ¢ast pole nevyuzivana, tak ArrayList vytvofi nové mensi pole,
do nejz opét veskera prekopiruje a pivodni pole zahodi (¢imZz ndm uSetii pamét).

Operace
e add(i, e) - vlozi prvek e do seznamu na index i (naro¢nost O(n))

e remove(i | e) - odstrani prvek e nebo to, co je na indexu i (naro¢nost O(n))

e get(i) - vrati prvek na indexu i (naro¢nost O(1))

16.3 Zasobnik

push() pop()

Figure 16.1: Zasobnik



Zasobnik (stack) je jednou ze zakladnich datovych struktur, ktera se vyuziva predevsim
pro docasné ukladani dat v priubéhu vypoctu. Zasobnik data ukladé zpisobem, kterému
se Tikd LIFO - last in, first out - ¢ili posledni vloZzeny prvek jde na vystup jako prvni,
predposledni jako druhy a tak dale.

Operace
e push - vlozi prvek na vrch zasobniku (narocnost O(1))

pop - odstrani vrchol zasobniku (naro¢nost O(1))

top - dotaz na vrchol zasobniku (naro¢nost O(1))

isEmpty - dotaz na prazdnost zasobniku

16.4 Fronta

enqueue \

{eie:e

Figure 16.2: Fronta

Fronta (queue) slouzi k ukladani a vybéru dat takovym zpisobem, aby prvek, ktery byl
uloZen jako prvni, byl také jako prvni vybran. Tomuto principu se fika FIFO - first in,
fist out.

Operace
e addLast (enqueue) — vlozi prvek do fronty (naro¢nost O(1))

e deleteFirst (poll, dequeue) — ziska a odstrani prvni prvek (hlavu) fronty (narocnost

0(1))
o getFirst (peek) — ziskd prvni prvek fronty (naro¢nost O(1))

e isEmpty - dotaz na prazdnost fronty

16.5 Stromy

Jedné se o hierarchickou strukturu, kde kazdy otec ma 0 az mnoho déti a kazdé dité
pravé jednoho otce takovym zptsobem, Ze v této struktufe nejsou cykly. Uzel, ktery je



praotcem vSech ostatnich uzli nazveme kofenem (z pohledu teorie grafii tim vytvoiime
orientovany strom). Uzel, ktery nem4 zadné potomky nazyvame listem.
Byt stromem je rekurzivni vlastnost - kazdy podstrom stromu S je také stromem.

16.5.1 Binarni strom

Binarni strom je orientovany graf s jednim vrcholem (kofenem), z néhoz existuje cesta do
vSech vrcholi grafu. Kazdy vrchol binarniho stromu miiZe mit maximélné dva orientované
syny a s vyjimkou kofene pravé jednoho predka. Koren predka nema.

V praktickém programovani je obvykle binarni strom reprezentovin dvéma zptisoby:

1. pomoci dynamické struktury, kde jsou hrany reprezentovany ukazateli

Node
value
left |ﬂght
At///////
Node Node
value value
left | right left |right

null
null null null

Figure 16.3: Strom pomoci dynamické struktury

2. pomoci pole, kde prvek s indexem i mé nésledniky s indexem 2i+1 a 2i+2 (za
predpokladu, Ze pole je indexovano od 0). Takto je naptiklad reprezentovana halda
v algoritmu heapsort (otazka 15).

-Q OO 10D

0 1 2 3 4 5

Figure 16.4: Strom pomoci pole

Za zminku stoji specidlni typ bindrniho stromu - VyvaZeny binarni strom, jehoz
hloubka listt se od sebe lisi maximalné o jedna.

16.5.1.1 Binarni vyhledavaci strom

Grafické zpracovani binarnfho vyhledavacitho stromu 2z pfedmétu A4B36ALG
spolecna/15/bvs.pdf




Binéarni vyhledavaci strom (BST - z angl. Binary Search Tree) je datova struktura
zalozené na bindrnim stromu, v némz jsou jednotlivé prvky (uzly) uspofadany tak, aby v
tomto stromu bylo mozné rychle vyhledévat danou hodnotu. To zajistuji tyto vlastnosti:

e Jedné se o binarni strom, kazdy uzel tedy ma nanejvys dva syny — levého a pravého.

e Kazdému uzlu je prifazen urcity klic. Podle hodnot téchto kli¢a jsou uzly us-
poradany.

e Levy podstrom uzlu obsahuje pouze klice mensi nez je kli¢ tohoto uzlu.

e Pravy podstrom uzlu obsahuje pouze klice v&tsi nez je kli¢ tohoto uzlu.

Vyhledavani

Vyhledani konkrétni hodnoty v bindrnim vyhledavacim stromu typicky probiha rekurzivné.
Zagina v koteni. V kazdém kroku porovné hledanou hodnotu s klicem zkoumaného uzlu.

Pokud jsou si rovny, hodnota byla nalezena. Je-li hledand hodnota mensi, pokracuje

hledéni v levém podstromu. Je-li vétsi, bude hledani pokracovat v pravém podstromu.

Diky uspotradani stromu je cesta k hledané hodnoté jednoznacné urcena.

Pridani uzlu

Vlozeni nového uzlu za¢ind hledanim jeho pozice ve stromu — postupuje se stejné jako
pri vyhledavani, jako hledand hodnota se pouzije kli¢ vkladaného uzlu. Tato faze mize
vést ke dvéma ruznym vysledktm:

e kli¢ byl nalezen, strom tedy doty¢nou hodnotu jiz obsahuje a neni tieba ji vklé-
dat (komplikovanéjsi varianty pripoustéjici vicendsobny vyskyt stejného klice by
pokracovaly dal do podstromu pFipoustéjiciho rovnost)

e algoritmus narazil na neexistujici uzel, novy uzel bude vloZen na toto misto, protoze
sem podle hodnoty svého klice patii

Odstraneni uzlu
e Odstranéni listu: Odstranéni uzlu bez potomki se jednoduse provede odstranénim
uzlu ze stromu.

e Odstranéni uzlu s jednim potomkem: Provede se nahrazenim uzlu uzlem
potomka.

e Odstranéni uzlu se dvéma potomky: Necht se odstranény uzel nazyva N. Pak
je hodnota uzlu N nahrazena nejblizsi vyssi (uzel pravého podstromu, ktery je nejvic
vlevo (nejlevéjsi @)), nebo nizsi hodnotou (uzel levého podstromu, ktery je nevic
vpravo (nejpravéjsi @)). Takovy uzel ma nanejvys jednoho potomka, lze jej tedy
ze stromu vyjmout podle jednoho z predchozich pravidel. Obé moznosti ilustruje
nasledujici obrazek, kdy je ze stromu odstranén uzel s klicem 7. V dobré imple-
mentaci je doporuceno obé varianty stiidat, jinak dochazi k naruSeni rovnovahy.



(®)

9.9
- -
- YA\

Figure 16.5: Odstranéni uzlu se dvéma potomky

16.5.1.2 AVL strom

Grafické zpracovani AVL stromu z predmétu A4B36ALG spolecna/15/avl.pdf

AVL strom je datova struktura pro uchovavani udaji a jejich vyhledavani. Pracuje
v logaritmicky omezeném case. Jedné se o samovyvazujici se binarni vyhledavaci
strom.

e Vrchol mé maximalné dva nasledniky (plyne z vlastnosti binadrniho stromu, kterym
AVL strom je).

e V levém podstromu vrcholu jsou pouze vrcholy s mensi hodnotou klice
e V pravém podstromu vrcholu jsou pouze vrcholy s vétsi hodnotou klice

e Délka nejdelsi vétve levého a pravého podstromu se lisi nejvyse o 1
(vyvazeni AVL stromu).

Posledni vlastnost je demonstrovana na nésledujici dvojici stromi.
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Figure 16.6: Binarn{ vyhledavaci strom
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Figure 16.7: AVL strom

Prvni strom nespliiuje vlastnosti AVL stromu v uzlech 9, 76 a 54, kde je rozdil délky
nejdelsi vétve levého a pravého podstromu 2, 3 a 2, tedy vice nez 1.

Vyhledavani

Totozné jako u vyhledavani v BVS 16.5.1.1.

Pridani uzlu

Totozné jako u pridavani v BVS 16.5.1.1. Strom se ale po pfidani mtze stit nevyvazenym,
proto je potieba provést vyvazovaci rotace.



Rotace
Podrobné a obrazky popsano v spolecna/15/avl.pdf. Postup je nasledujici.

1. Ve sméru rotace nahradite $patné vyvazeny uzel potomkem.

2. Pokud by se stalo, Ze by nové dosazeny vrchol mél 3 potomky, tak jeho ptivodniho
potomka umistite pod pravé sesazeny vrchol.

Moznéa to bude lépe vidét z nasledujiciho obrizku, kam jsme pridali vrchol 93. Uzel,
ktery nesplituje pozadavky AVL je 51 (prava vétev délky 3, leva 1 - rozdil 2). Ten v
kroku a zaménime za 70, tim ale dostavame pod 70 tii potomky. Jedné se o levou
rotaci (typy rotaci popsany niz), proto potomka 53 v kroku b hodime nalevo. Hehe, ja
vim, ta vedlejsi véta dusledkova ted nedava moc smysl, tak ¢isté avahou - potfebujeme
nékam udat toho prostfedniho potomka 53, protoze kazdy vrchol miiZze mit maximalné
dva potomky. Doprava pod 84 ho dat nemuzZeme - je totiz mensi nez 70, a tak nema v
pravém stromu uzlu 70 co dé€lat. Proto ho dame nalevo, pod 51.

Figure 16.8: Ukazka L rotace

Na pfedchozim piikladu jsme ilustrovali levou rotaci. Kromé ni existuje i prava rotace a
kombinace obou. Kdy jakou pouZzit? Od pfidaného (nebo smazaného, viz dale) uzlu pos-
tupujeme smérem ke kofenu a aktualizujeme hloubky podstromi v kazdém navstiveném
uzlu.

e KdyZ narazime na rozvazeny uzel, do kterého jsme bezprostiedné dosli dvéma
hranami doleva nahoru, provedeme v tomto uzlu L rotaci.

To byl nas priklad, od pfidané 93 jsme postupovali nahoru, kde jsme narazili na
rozvazeny uzel 51. Doskékali jsme k nému dvakrat doleva nahoru.

e KdyZ narazime na rozvazeny uzel, do kterého jsme bezprostiedné dosli dvéma
hranami doprava nahoru, provedeme v tomto uzlu R rotaci.

e KdyZ narazime na rozvazeny uzel, do kterého jsme bezprostfedné dosli hranami
doleva a pak doprava nahoru, provedeme v tomto uzlu LR rotaci (tedy nejprve
levou a pak pravou).

e KdyZz narazime na rozvazeny uzel, do kterého jsme bezprostiedné dosli hranami
doprava a pak doleva nahoru, provedeme v tomto uzlu RL rotaci.



Po provedeni jedné rotace je AVL strom opét vyvazen.

Odstraneni uzlu
Opét totozné jako u odstranéni v BVS 16.5.1.1. Poté postupujeme od mista smazani
nahoru ke koreni a aktualizujeme vysky podstromt v kazdém uzlu.

16.5.2 B-strom

Grafické zpracovani B-stromu z predmétu A4B36ALG spolecna/15/b-tree.pdf

B-strom je druh stromu, ktery ale nesouvisi s binarnimi stromy. Jeho definice
e Korfen mé nejméné dva potomky, pokud neni listem

o Kazdy uzel kromé kofene a listu ma nejméné (4] a nejvyse n potomkil.

e Kazdy uzel kromé kofene mé nejméné [%} — 1 a nejvysSe n — 1 polozek.

e Vsechny cesty od kofene k listiim jsou stejné dlouhé

B-strom je diky témto vlastnostem vyvézeny, operace pridani, vyjmuti i vyhledavani tedy
probihaji v logaritmickém case.

Na néasledujicim diagramu je ukizka b-stromu radu 5. Rad urcuje, kolik muze mit
vrchol maximalné potomki, v tomto piipadé 5. Polozek miize byt maximalné (5-1), tedy
4.

[2T10]14] J[19]22] T ||28]s1]33] |[40]s0] | ][{78]e3]es| [[o0]95]oe] |

Figure 16.9: Ukazka b-stromu
Operace vyhledavani, pridavani a odstranovani uzlu b-stromu jsou graficky popsany
v souboru spolecna/15/b-tree.pdf. Jde o to po kazdé operaci udrzovat vlastnosti

b-stromu bud'to ,slévanim” nebo ,rozdélovanim” vrchold.

16.5.3 Srovnani stromi

BVS s n uzly AVL s n uzly | B-strom s n uzly
Operace | Vyvazeny \ MoZna nevyvazeny Vyvazeny Vyvazeny
Find | O(log(n)) O(n) O(log(n)) O(log(n))
Insert | ©(log(n)) O(n) O(log(n)) O(log(n))
Delete | O(log(n)) O(n) O(log(n)) O(log(n))




Par poznamek na zaver
e oznaceni binarni strom je nadmnozina pro binérni vyhledavaci strom a AVL strom

Binarni strom

- maximalné dva potomci
- kromé kofene ma kazdy uzel pravé jednoho rodice

Binarni vyhledavaci strom AVL strom

- sefazené hodnoty, v levém - sefazené hodnoty, v levém
podstromu v8e mensi, v pravém podstromu vSe mensi, v pravém
veétsi nez hodnota v uzlu vétsi nez hodnota v uzlu

- délka nejdelsi vétve levého a
pravého podstromu se lisi
nejvySe o 1

Figure 16.10: Vlastnosti stromii

Vyvézenost zajistuje AVL stromu lepsi asymptotickou slozitost. V tabulce srovné-
vajici jednotlivé stromy je uveden sloupec ,vyvazeny binarni vyhledavaci strom”,
nicméné to, Zze nds BVS na vstupu bude skutetné vyvazeny, nemame zaru¢eno. U
AVL stromu to zaruceno je.

e B-strom a AVL strom maji stejnou slozitost, kazdy se ale hodi v jiné situaci. VyuZziti
b-stromu muze byt v aplikacich, kdy neni cela struktura uloZena v paméti RAM,
ale v néjaké sekundarni paméti, jako je pevny disk (napiiklad databaze). Pro-
toze piistup do tohoto typu paméti je naroény na ¢as (hlavné vyhledani nahodné
polozky), snazime se minimalizovat poc¢et pfistupi do této paméti.

Priklad

Méame-li B-strom hloubky 2 a pocet potomki kazdého uzlu je 1001, mtzeme do néj
ulozit milion kli¢u a ke kazdé poloZce se dostaneme maximalné po dvou diskovych
operacich.
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Algoritmizace Hashing
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Hashovaci tabulky jsou datové struktury, které pouzivaji hashovaci funkei k
vyhledédvani dat. Hashovaci funkce h(k) zobrazuje mnozinu kli¢u k do intervalu
adres <amina amam>-

e Volba hashovaci funkce pro celd ¢isla:

— Multiplikativni (m je prvocislo)

h(k) = round( ) (1)

2v.m
— Modularni
h(k) = k%n (2)
— Kombinovana
h(k) = round(c - k)%m, c € (0,1) (3)
e Pro Fetézce:
— Hornerovo schéma
h(k) = ky -a™ + ... + ko - a° (4)

0.1 Reseni kolizi

Kolize vznikd kdyz h(k) vraci pro ruzné klice stejnou hodnotu.

0.1.1 Hashovani se separovanymi retézci

Hlavni myslenka je, ze pro kazdou moznou adresu vytvofime spojovy seznam a
do ngj pridavame vSechny prvky s danou adresou. Demonstrace v A.1.

e Vyhody
— Nemusime znat predem pocet prvku
e Nevyhody

— Pottebujeme dynamické ptidélovani paméti

— Potiebuje navic pamét na ukazatele a na tabulku (heads v Figure

A1)

Slozitost operaci:

e Vkladdni O(1) (nebo slozitost vlozeni do struktury kterou pouzivdme
misto spojového seznamu)

e Vyhledéni O(n) (nejhorsi piipad kdy jsou v8echny prvky v kolizi)



0.1. RESENI KOLIZI 3

0.1.2 Oteviené hashovani

Hlavni myslenka je, ze pokud mam zhruba odhad poc¢tu prvka které budu
vkladat, tak mohu uSetfit na zbytecném ukladdni ukazatel tim, ze budu ukladat
kolize rovnou do tabulky. To muze byt provedeno nésledujicimi zpusoby:

e Linedrn{ pfiddvani (kdyz nastane kolize prvek se vlozi na dalsi volnou
pozici). Demonstrace v Figure A.2.
Slozitost operaci:
— Vkladani O(n) (nejhors{ piipad kdy jsou vSechny prvky v kolizi)
— Vyhleddn{ O(n) (nejhorsi pripad kdy jsou vSechny prvky v kolizi)
e Dvojité hashovani (kdyz nastane kolize pouzije se druhd hashovac{ funkce,

pomoci niz se spocitd offset a prvek se vlozi na pozici kam mél byt dan +
offset). Demonstrace v Figure A.3.

Slozitost operaci:
— Vkladani O(n) (nejhorsi ptipad kdy jsou v8echny prvky v kolizi v
prvaf i druhé hash funkei)

— Vyhledani O(n) (nejhorsi pfipad kdy jsou v8echny prvky v kolizi v
prvaf i druhé hash funkei)

0.1.3 Sristajici hashovani

Hlavni myslenka je omezeni clusterovani otevieného hashovani pfiddanim ukaza-
tele pro kazdy prvek v tabulce. Moznosti provedeni:

e Bez pomocné paméti (prvky se vkladdaji na pozice v tabulce)

— LISCH (late insert standard coalesced hashing)
— EISCH (early insert standard coalesced hashing)
e S pomocnou pamét{ (prvky se vklddaji na k tomu urc¢ené misto tzv. sklep
za adresovym prostorem tabulky)
— LICH (late insert coalesced hashing)
— EICH (early insert coalesced hashing)
— VICH (variable insert coalesced hashing)

LISCH

Pfid4va myslenku ukazatele na posledni volné misto v tabulce (inicializovén na
posledn{ pozici). Pti kolizi se prvek pridd na misto kam ukazuje tento ukazatel
a ukazatel se opét pfesune na posledni volné misto. Prvek na pozici kde vznikla
kolize si drzi ukazatel na pozici kam byl vlozen kolidujici prvek, ten si zase drzi
odkaz na dalsi prvek ktery ma stejny hash atd. Demonstrace ve Figurich A.4,
A5, A6 a A.7. Porovnani s EISCH v Figure A.11



EISCH

Lis{ se od LISCH pouze tim, ze ukazatele vedou odshora dolt (tzn ukazatel
prvku ktery je na spravné pozici vede vzdy na jeho posledni kolizi, ta si zase
drzi odkaz na predchozi kolizi atd). Demonstrace ve Figurach A.8, A.9 a A.10.
Porovnani s LISCH v Figure A.11

LICH

Stejny princip jako LISCH s tim rozdilem, ze ukazatel zac¢ind v tzv. sklepé coz
je specialni misto vyhrazené pro ukladani kolizi mimo adresni prostor tabulky.
Porovnani ve Figure A.12.

EICH

Stejny princip jako EISCH s tim rozdilem, ze ukazatel za¢ind v tzv. sklepé coz
je specialni misto vyhrazené pro ukladéni kolizi mimo adresni prostor tabulky.
Porovnéani ve Figure A.12.

VICH

Algoritmus VICH pfipojuje prvek na konec fetézce, pokud Fetézec konéi ve
sklepé, jinak na misto, kde fetézec opustil sklep. Porovnani ve Figure A.12.

0.1.4 Univerzalni hashovani

Misto jednd hashovaci funkce mame koneé¢nou mnozinu hashovacich funkci H
mapujicich klice do mnoziny {0, ..., — 1}. Mnozina funkci H je univerzalni,
pokud pro kazdou dvojici riznych klict z,y € U je pocet hashovacich funkei z
mnoziny H, pro které h(z) = h(y), nejvyse |H|/m. Pravdépodobnost kolize pii
ndhodném vybéru funkce h(k) z mnoziny univerzalnich hashovacich funkci H
tedy neni vyssi nez pravdépodobnost kolize pii ndhodném a nezavislém vybéru
dvou stejnych hodnot z intervalu {0, 1, ..., m—1} tedy 1/m. Pfi prvnim spustén{
programu jednu ndhodné zvolime. Funkci pak ndhodné ménime jen v pripadé, ze
pocet kolizi pfevySuje pripustnou mez. V tomto ptripadé je samoziejmé potieba
prehashovat celou tabulku.



Appendix A

Obrazky

A.1 Hashovani se separovanymi retézci

h(k)= kmod 3
posloupnost : 1, 5, 21, 10, 7

heads link

0 21 | null Novy kli¢ se vklada se na zalatek.

1 7 10 | —+—{1 [null
2| {5 [nu]

\ J
B

seznamy kli¢l se stejnou hodnotou hashovaci funkce
(tzv. synonyma)

Figure A.1: Hashovani se separovanymi fetézci

A.2 Oteviena hashovani

a



h(k) = (k +i) mod 5

posloupnost:
0| 5
1 1
2 21
3|10
4

APPENDIX A. OBRAZKY

1.5, 21,20, ¥

J.J

«%- 1. kolize - 5 blokuje - vloZ dal

2. kolize - 1 blokuje - vloz dal

3. kolize - 21 blokuje - vloz dal

vioZzeno o 3 pozice dal (i = 3)

Figure A.2: Linedrni priddvani

A (k) = [(kmod 5) + i.h,(k) ] mod 5 => A (k) = (k +1.3) mod 5

posloupnost:
0| 5
1] 1
2
3
4| 21

1,5 21, 10, 7

staci prvocdislo z m

kolize - 1 blokuje
(collision blocks)
=> double hashing

vloZ o 3 pozice dal (i++ =>i=1)

(i je Cislo pokusu)

Figure A.3: Dvojité hashovani



A.3. LISCH

A.3 LISCH

w h(k)=kmod5
= posloupnost: 1.5 21 10 15

a
I

BAlWw N = O

»

ey

ukazatele

klice

Figure A.4: LISCH 1
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m A(k)=kmod5
= posloupnost: 1,5:21, 10, 15

0| 5 _|J
1 1 Sl

>3

4| 21
o

ukazatele
klice

Figure A.5: LISCH 2

= h(k)=kmod5
= posloupnost: 1,5,21,10, 15

o[5]— |- |
1 1 e

> 2

10
4| 21 =
LY_/ Y
ukazatele
kli¢e

Figure A.6: LISCH 3



A.3. LISCH

= h(k)=kmod5
= posloupnost: 1.5 .21 10, 15

0| 5 _J a

1 1 L
2| 15 ]
3|10

4| 21 -

P Tabulka je zaplnéna.

Figure A.7: LISCH 4
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A.4 EISCH

w h(k)=kmod5
= posloupnost: 1,5.:21, 10, 15

0| 5 J |
1| 4 S

2

» 3
4| 21 —
I

ukazatele

klice

Figure A.8: EISCH 1



A.4. EISCH 11

m h(k)=kmod5
= posloupnost: i ) 8

0| 5 _JJ s
11 1 o2

> 2

15

10
21 i

4
! ukazatele
klice

SRS

Figure A.9: EISCH 2

w h(k)=kmod?5
= posloupnost: 1,5 21.10. 15

5 i

1 o— - X .....
15 |- ]

10 \

21 |© T

B WO N 2 O

P Tabulka je zapinéna.

Figure A.10: EISCH 3
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A.5 LISCH vs EISCH

(a) LISCH (b) E1SCH
1 | FRANCIS | = 1 ; FRANCIS | =q
3 DON — 3 DON —
4 JEFF 4 JEFF
S5 b+
8 8
7 WEN ) 7 WEN -
8 GARY - 8 GARY
5 | DAN ),) o | DaN ?
10| LEO 4—) 0| Lo |4
Keys: FRANCIS DON LEC JEFF DAN GARY WEN
Hash Addresses:  (a)(b) 1 3 1 4 3 10 1

Figure A.11: LISCH vs EISCH

A.6 LICH vs EICH vs VICH



A.6. LICH VS EICH VS VICH

(b) EICH

address size =8

FRANCIS

DON

SHARON

WEN

GARY

DAN

IEFF

LEO

P

m N & O = A D e

g
(19
(11)

{e) VicH

address size = B

FRANCIS

-

DGN

SHARON

GARY

¥

DAN

JEFF

LEQ

FRANCIS DON LEQ JEFF DAN GARY WEN SHARON

(a) LICH
address size =€
1 FRANCIS i
2 2
3 DON — 3
4 4
B i
[} SHARON ) 8
7 WEN Lg } 7
-] GARY L 8
9 DAN ?
(10) JEFF Ll ) (o)
(11) LEQ - (1)
Keys:
Hash Addresses: 1 3 1

1

3

1

a

3

Figure A.12: LICH vs EICH vs VICH
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18 Rekurze, zakladni schéma, zakladni
vlastnosti, souvislost rekurze a

iterace, vlastnosti implementace,
efektivita. (A4B36ALG)

7.Cervna 2012, Vaclav Burda

Co Fici na zacdtek:

Rekurze nam dava moznost definice néfeho nekonec¢ného koneénym algoritmem. Re-
kurzivni volani funkce je tedy takové volani, ke kterému dojde ve chvili, kdy funkce
samotné jesté nedokoncila svou ¢innost.

18.1 Zakladni schéma

1. inicializa¢ni algoritmus - rekurzivni funkce vétSinou potfebuje néjakou inicializa¢ni
hodnotu, se kterou zahdaji vypocet. To vétSinou zajistuje jina funkce, kterd neni
rekurzivni a kterd danou rekurzivni funkci vold a predava hodnotu, se kterou re-
kurzivni vypocet zacina

2. kontrola, zda vstupni parametr odpovid4 stanovenym podminkam. Pokud hodnota
parametru odpovidé, rekurzivni funkce provede vypodet a vrati hodnotu

3. rekurzivni funkce redefinuje feSeni problému tak, Ze jej néjakym zpisobem zmensi,
zjednodusi nebo rozlozi na dil¢i podproblémy

4. voléni funkci, které fedi dany podproblém - tady nastava pfimé nebo nepiimé volani
sebe sama

5. sestaveni vysledku

6. vracen{ vypoctené hodnoty

18.2 Zakladni vlastnosti

Déleni rekurze 1:

e Linearni - v kazdé iteraci dojde k pouze jednomu zavolan{ sebe sama.



e Stromova - v kazdé iteraci dochéazi k vice déleni na podprogramy.
Délen{ rekuzre 2:
e Primé4 - v dané rekurzivni funkci dojde k volani téze funkce.

e Nepiimé - rekurzivni volani, ke kterému dochézi pres dalsi funkei (napf. A vold B
a B vola A).

Volani mize probihat pfimo nebo nepiimo. Kazd4 rekurze se necha pfepsat na nerekur-
zivni tvar napiiklad pomoci zasobniku (udrzujeme si datovou strukturu, kterd nahrazuje
implicitni hardwarovy zasobnik pouzity pii rekurzivnim volani).

18.3 Vlastnosti implementace

Rekurzi 1ze dosadhnout zjednoduseni feSené ulohy, ale je nutné brat v tvahu nasledujici
tskali:

e Kazdé dalsi volani rekurzivni funkce prohlubuje zapouzdieni a tedy zabird pameé-
tovy prostor a procesorovy cas.

o V piipadé chybné osetfeného ukonceni rekurze dochézi k vucerpéni veskérych vol-
nych prostfedk a k havarii programu.

e Pouziti mize vést ke zvySeni slozitosti vypoctu.
Rekurze musi obsahovat:
e Ukoncovaci podminku.
e V kazdém kroku rekurze musi dojit ke zjednoduseni problému.

e V algoritmu se nejprve musi ovéfit, zda nenastala koncova situace. KdyZ ne, provede
se rekurzivnf krok.

18.4 Souvislost rekurze a iterace
Priklad vypodétu Faktoridlu pomoci rekurze:

function Faktorial ( integer X )
if X < 0 then return "Chybny argument" end if
if X = 0 then return 1 end if
return Faktorial(X-1) = X

end function

a pomoci iterace:



function Faktorial (integer X)
integer nfact
if X < 0 then return "Chybny argument" end if

nfact = 1
for i =1 to X do

nfact = nfact * i
end for

return nfact
end function

18.5 Efektivita

Hlavni nevyhodou rekurze je u stromové struktury nékolikanasobné pocitani stejnych
vypolta (v pfipadé Fibonacciho posloupnosti jde o exponenciilni sloZitost). Tento ne-
dostatek lze vyfFesit zavedenim tabulky (pole), do které ukladame jiz spocitané vysledky
(ale potFebujeme dalsi pamét pro tuto tabulku).

18.6 Zdroje
e http://cs.wikipedia.org/wiki/Rekurze#Efektivita rekurzivn.C3.ADch_algoritm.C5.AF
e http://cs.wikipedia.org/wiki/Rekurzivni funkce (programovéni)
e http://service.felk.cvut.cz/courses/ Y36 ALG /balik /Alg5Balik2008.pdf

e http://www.algoritmy.net/article/23275/Rekurze-11



Spolecna cast: 19 - PSI

Néahodné veli¢ina a ndhodny vektor. Distribuéni funkce, hustota a pravdépodobnostni funkce nadhodné veli¢iny.
Stredni hodnota a rozptyl ndhodné veli¢iny a jejich odhady. Sdruzené charakteristiky nahodného vektoru. Korelace
a nezavislost ndhodnych veli¢in. Metoda maximé&lni vérohodnosti. Zakladni principy statistického testovani hypotéz.
Markovské Tetézce, klasifikace stavi.

1 Zakladni pojmy pravdéepodobnosti

1.1 Laplaceova (klasicka) pravdepodobnost
e Nahodny pokus ma n € N riznych, vzajemné se vylucujicich vysledki, které jsou stejné mozné.
e Elementarni jevy = vysledky nahodného pokusu
e MnozZina v8ech elementarnich jetu: Q)
e Jev je podmnozina v8ech elementarnich jevi (A C Q)
e Pravdépodobnost jevu A : "

PA=Ta)

e Jevové pole: vSechny jevy pozorovatelné v nahodném pokusu, zde expQl (=mnoZina vSech podmnoZin
mnoziny 2)

1.2 Kolmogorovova pravdepododobnost

e Elementarnich jeva (=prvki mnoziny Q) miize byt nekoneéné mnoho, nemusi byt stejné pravdépodobné

e Jevy jsou podmnoziny mnoziny {2, ale ne nutné vSechny. Tvofi podmnozinu A C exp), kterda spliiuje
podminky c-algebry (viz. 1.3).

e Pravdépodobnost neni uréena strukturou jevi jako u Laplaceova modelu, je to funkce P : A — (0,1),
spliiujici podminky:
(P1) P(1) =1,
(P2)P < U An> = > P(A,), pokud jsou mnoziny (=jevy) A,, n € N, po dvou neslucitelné

neN neN

e Pravdé&podobnostni prostor je trojice (€2, .4, P), kde 2 je neprazdna mnozina, A je c-algebra podmnozin
mnoziny ) a P je pravdépodobnost.

1.3 o-algebra

o-algebra je teoreticky koncept vybéru jistych podmnozin dané mnoziny, ktery spliuje pevné definované podminky.
Koncept o-algebry umozinuje napiiklad zavést miru, ¢ehoz se dale vyuziva zejména v matematické analyze k budovani
pojmu integral a pravé v teorii pravdépodobnosti [wikipedia]. Systém podmnozin A n&jaké mnoziny 2 musi spliiovat
podminky:

1.0e A

2. A€ A= A€ A (uzavienost viéi dopliiku)



2 Nahodna veli¢ina a nahodny vektor 2

3. (VneN: A, e A = | A, € A (uzavienost vici sjednoceni)
neN
Nejmensi o-algebra podmnozin R, kterd obsahuje vSechny intervaly, se nazyva Borelova oc-algebra. Obsahuje
vSechny intervaly oteviené, uzaviené i polouzaviené, i jejich spocetnéd sjednoceni, a nékteré dalsi mnoziny, ale je
mensi ‘nez expR. Jeji prvky nazyvame borelovské mnoziny.

2 Nahodna velicina a ndhodny vektor

2.1 NAahodna velicina

Je na pravdépodobnostnim prostoru (€, .4, P) méfitelna funkce X : Q — R (pfifazuje kazdému jevu jevového pole
realné ¢islo [wikipedial).
Nahodné veli¢iny lze rozdédlit na nespojité (diskrétni) a spojité. Diskrétni veli¢iny mohou nabyvat pouze spocetného
poc¢tu hodnot (kone¢ného i nekoneéného), zatimco spojité veli¢iny nabyvaji hodnoty z néjakého intervalu (kone¢ného
nebo nekone¢ného) [wikipedial.
Priklad: Havarie aut ozna¢ime cenou Skody a muZeme se ptat, jak je pravdépodobné, Ze havarie dosdhne urcité
skody.
Pro kazdy interval I plati

XM )={weQ|Xw)el}cA

Popisuje ji Rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X:
Px(I)=PXell=P{we Q| X(w) eI}

to je funkce, ktera uc¢uje pravdépodobnost toho, Ze ndhodna veli¢ina nabyde urc¢ité hodnoty.

0.2 0.3 0.4
I

0.0 01

-3¢ -20 -lo K lo 20 30

Misto pravdépodobnostni funkce, mizeme pouzit dsporngjsi Distribuéni funkei (Fx), ktera se omezuje na inter-
valy tvaru I = (—o0,t),t € R

P[X € (—00,t)] = P[X < ] = Px((—00,t)) = Fx (%)

Riznymi kombinacemi distribuéni funkce (Fx : R — (0, 1)) mtZeme plné nahradit pravdépodobnostn{ funkci.
Vlastnosti distribuéni funkce:

e neklesajici
e zprava spojita

¢ t—1>1r_nooFI(t) =0 tlgglon(t) =1

O g4

08 1

06 08

FO) 0.4, 06
02

Distribuéni funkce pro absolutné spojitou veli¢inu:

&@:/k@m



3 Zakladni charakteristiky nahodnych veli¢in a nahodnych vektori 3

o0
kde fx je tzv. hustota nahodné veli¢iny. Je to nezdporna funkce (fx : R —(0,00)) a spliiuje [ fx(u)du =1
—o0
N&ahodné velic¢iny X1, ..., X,, jsou nezavislé, pokud pro vSechny intervaly I,..., I, jsoujevy X1 € I,..., X, € I,
nezévislé, tj.

PIXi€l,....X, € L] =[[P[X; € I
=1

2.2 Nahodny vektor (n-rozmerna nahodna velicina)

Je na pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P) mé&Fitelna funkce X : Q — R™. Pouzivame ho v piipadech, kdy je k
popisu vysledku nahodného pokusu nutné pouzit vice ¢isel [wikipedial.
Piiklad: Chceme popsat vztah napf. mezi vyskou a vahou osob. K tomu potfebujeme vice informaci nezjen popis
jednotlivych ndhodnych veli¢in.
Pro kazdy n-rozmérny interval I plati

X' N={weQ|Xw)el}cA

Lze psat
X(w) = (X1(w),..., Xn(w)),
kde zobrazeni X : Q@ — R,k =1,...,n jsou ndhodné veliéiny.
Nahodny vektor lze povazovat za vektor ndhodnych veli¢in X = (Xq, ..., X,).

Je popsan SdruZzenym rozdé&lenim pravdépodobnosti:
Px(I1 x...xI,)=PX1€h,....X,€,]=P{weQ| Xi(w) € I1,...,Xn(w) € I,}),

kde Iy, ..., I, jsou intervaly v R. Z toho vyplyva pravdépodobnost pro libovolnou borelovskou mnozinu I v R™
Px(I)=PXell=P{weQ| X(w)el})

Opét muzeme pouzit tspornéjsi Sdruzenou distribuéni funkci (Fx)
P[Xl S (—OO7t1>,...,Xn € (_Oo7tn>] = P[Xl S tlv"':X’n S tn} = PX((—OO,t1>XX(—OO,tn>) = FX(tlaatn)

Vlastnosti distribu¢ni funkce:
e neklesajici (ve vSech proménnych)
e zprava spojita (ve vSech proménnych)

] lim Fx(tl,...,tn)zl

t1—00,...,tp —00

L J hm FX(tl,...,tn):O

t1——00,...,tn,——00

2.3 Obecné nahodné veliciny

N&ahodné veli¢iny nemusi byt reprezentoviny pouze redlnym C¢isly, ale tifeba i Cisly komplexnimi. V nékterych

23207

pfipadech se pouZzivaji i jiné néz numerické hodnoty, napiiklad “rub”, “lic”, "kamen”, "papir” atp.

3 Zakladni charakteristiky nahodnych velicin a ndhodnych vektori

3.1 Stredni hodnota

Znafeni E nebo y. Jedna se o tzv. charakteristiku polohy (angl. measures of central tendency)



3 Zakladni charakteristiky nahodnych veli¢in a nahodnych vektori 4

3.1.1 Stredni hodnota nahodné veliciny
Je definovana zv1ast pro:

e diskrétni ndhodnou veli¢inu U s oborem hodnot R:

EU =py =Y t-pult)

teR

e spojitou ndhodnou veli¢inu V:
o0

BV =y = [t ol

— 00

3.1.2 Stredni hodnota nahodného vektoru
EX =(EX,,...,EX,)

3.2 Rozptyl (disperze)

Znacdeni 0% , D , var. Jedna se o charakteristiku variability (angl. measures of central tendency).
3.2.1 Rozptyl nahodné veliciny
Je to vlastné stfedn{ hodnota kvadratu odchylky od stfedni hodnoty.

DX =E ((X - EX)Z) = B (X?) — (EX)?

3.2.2 Rozptyl ndhodného vektory
DX = (DXy,...,DX,)

3.3 Dalsi ciselné charakteristiky ndhodného vektoru

Pro jednorozmérné nahodné veli¢iny stfedni hodnota a rozptyl davaji dostateénou informaci pro vypocet rozptylu
jeho linearnich funkei (linearni kombinace riznych ndhodnych veliin):

E(X+Y)=EX+EY
E(X-Y)=EX - EY
D(X+Y)=DX+DY
D(X —Y)=DX + DY

Pro ndhodny vektor to ale nestadi, a proto zavadime dalsi charakteristiky:

E(X+Y)=EX+EY

D(X +Y) = DX + DY + 2cou(X,Y),
kde cov(X,Y) je kovariance ndhodnych veli¢in X, Y.



4 Odhady zakladnich ciselnych charakteristik 5

3.3.1 Kovariace a korelace

Kavariace urcuje miru statistické zavislosti mezi ndhodnymi veli¢inami. Je definovana jako stfedni hodnota soucinu
odchylek obou nahodnych velicin X, Y od jejich stiednich hodnot (druhy vzorec neni tak srozumitelny, ale je
jednodussi pro vypodet)

cov(X,Y)=E(X - EX)(Y —EY))=E(XY)—- EXEY

Vlastnosti kovariace:
cov(X,X)= DX,

cov(Y, X) = cov(X,Y)
cov(aX +b,cY +d) =accov(X,Y)
cov(X,Y) =0 — pro nezdvislé veliciny

Pii vypoctech je misto kovariace vyhodné&jsi pouzivat korelaci (coz je kovariace pro normované ndhodné veli¢iny)

X, Y
o(X,Y) = cov(norm X,normY) = cov(X, ¥) = E(norm X - normY’)
ox0y
Korelace nabyva hodnot (-1,-1), pro ¢ = 1 je mezi X,Y piima linearni zavislost, pro ¢ = —1 nepfima linearni

zévislost. Pro o = 0 fikame, Ze jsou veli¢iny nekorelované. Zaroven to znamené, Ze jsou linearné nezavislé, nikoliv
obecné nezavislé (je to nutnd podminka pro obecnou nezévislost, ale nikoliv postacujici).

Pro ndhodny vektor X = (X;,..., X3) definujeme kovariaéni matici:
cov(X1,X1) cov(X1,Xs) ... cov(X1,X,) DX, cov(X1,X2) ... cov(X1,X,)
cov(Xo, X1) cov(Xo,X3) ... cov(Xa, X,) cov(Xa, X1) DX, cooocov(Xa, Xp)
Xx = . ) i = ) ) )
cov(Xpn, X1) cov(Xn, Xo) ... cov(Xp,Xn) cov( X, X1) cov(Xn, Xo) ... DX,

a korelaéni matici:

1 o(X1, X2) ... o(X1, Xn)

o(X2, X1) 1 c0(Xg, Xy)
ox = : : ) :
Q(X»,“Xl) Q(Xn7X2) 1

4 Odhady zakladnich ciselnych charakteristik

Typicky jsou &iselné parametry rozdéleni skryté a nebyvaji pfimo méfitelné (kvili velikosti celého souboru).
Vybérovy soubor rozsahu n oznadujeme jako ndhodny vybér X = (Xi,...,X,,) .

Statistika je kazda méfitelna funkce, definované na ndhodném vybéru libovolného rozsahu. Nasledujici statistiky
se pouzivaji pro odhady ¢iselnych parametri.

4.1 Vyberovy priamer
z ndhodného vybéru X = (Xy,...,X,,) je nestranny konzistentni odhad stfedni hodnoty:

_ 1
X, = ;;Xj

4.2 \Vyberovy rozptyl
nahodného vybéru X = (Xi,...,X,) je nestranny konzistentni odhad stfedni rozptylu:

n

1 _
S% = n_lz(Xj*Xn)z

Jj=1
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5 Metoda maximalni vérohodnosti

Casto nechceme odhadnout jen stfedni hodnotu ¢ rozptyl, ale i jiné parametry rozdéleni. Rozdéleni nahodné veli¢iny
X zavisi na vektoru parametri 9 = (9q,...,9;) € II, kde II C R¥ je parametricky prostor, tj. mnoZina vsech
piripustnych hodnot parametri. Myslenkou této metody je, Ze hledame takové hodnoty parametri, které by nejlépe
vysvétlovali realizaci ndhodného vybéru, tj. pii kterych by pozorované vysledky byly “nejméné nepravdépodobné”.

5.1 Metoda maximalni verohodnosti pro diskrétni rozdeleni

Necht © = (z1,...,%,) je realizace ndhodného vybéru z diskrétniho rozdéleni s pravdépodobnostni funkei px(.; )
zévislou na vektoru parametra 9 € II. Pak definujeme vérohodnost realizace diskrétniho rozdéleni (angl. likelihood)
L:1I — (0,1) vztahem

n
L) = px(x;9) = [ [px(z;;9)

j=1
Je tfeba rozlisovat mezi pravdépodobnosti a vérohodnosti! Pravdépodobnost je uréena pro predpovidani vysledki
budouctho pokusu pfi znamém pravdépodobnostnim modelu a tudiz mé definiéni obor jevy z néjaké o-algebry.
Naopak vérohodnost vyhodnocuje sérii pokusi jiz realizovanych a dovoluje jim pfizptsobit neznamé parametry

pravdépodobnostniho modelu, a proto je definovana na prostoru II vSech moznych hodnot parametri rozdéleni.

Metoda maximalni vérohodnosti povazuje za spravny odhad parametrii takové hodnoty, které maximalizuji

vérohodnost. Protoze vypocet skoro vzdy vede na hledani nulové derivace, ¢asto se maximalizujeme logaritmus
v&rohodnosti (je to jednodussi na derivovani).

5.2 Metoda maximalni verohodnosti pro spojité rozdeleni

Necht & = (x1,...,x,) je realizace ndhodného vybéru ze spojitého rozdéleni se spojitou hustotou fx(.;9) zavislou
na vektoru parametri ¢ € II. Pak definujeme vérohodnost realizace spojitého rozdéleni A : IT — (0, co) vztahem

A®) = fx(x;9) = fo<:cm9)

Metoda maximalni vérohodnosti opét povazuje za spravny odhad parametria takové hodnoty, které maximal-
izuji vérohodnost.



20 Entropie, vzajemna entropie a
podminéna entropie diskrétnich a
spojitych rozdeéleni, zakladni
vlastnosti a vyznam. Kdédovani zprav,
Kraftova-MacMillanova nerovnost.
Souvislost entropie a stredni délky
kédového slova. Kédy s optimalni
stredni délkou. Informacni kanal a
jeho kapacita. Shannonova véta o

kédovani. (AOBO1PSI)

20.1 Entropie

20.1.1 Entropie diskrétniho rozdeleni

Za predpokladu, ze X je diskrétni ndhodnda veli¢ina s pravdépodobnostn{ funkci px, je
entropie diskrétni nahodné veli¢iny X rovna:

— Y pa(z) logy pa(). (1.1)

zeX
Funkce H se nazyvd Shannonova entropie nebo pouze entropie.
Prispévek vysledku s pravdépodobnosti p je dan funkei ¢(p) = —p logy p. Ta je nezé-
porna a méa nulové limity v 0 a 1. Disledkem je, Ze entropie diskréiniho ndhodného
pokusu je vidy nezaporna.

20.1.2 Vzajemna entropie diskrétniho rozdeleni

Déana vzorcem

_ Z Z pxy (z,y) logy pxy (z,Y).

zeX yeYy

Plati nerovnost
H(X,Y) < H(X) + H(Y).



20.1.3 Podminéna entropie diskrétniho rozdeleni

Déana vzorcem

HY|X =2)=— Z py|x (y|z) log, PY\X(?/W)-
yeyY

20.1.4 Entropie spojitého rozdeleni

Entropie spojité ndhodné veli¢iny X s hustotou pravdépodobnosti f(z) je definovana
takto:

ff@¥)==L/“f(w)long(x)dx'

Zatimco entropie diskrétniho veli¢iny je absolutni mirou neurditosti, ve spojité verzi
je entropie relativni mirou neurcitosti vzhledem ke zvolenému sytému soufadnic.

20.1.5 Vzajemna entropie spojitého rozdeleni

Déana vzorcem

MXWZ—//f%MMM@mM@

—00 —O0

20.1.6 Podminena entropie spojitého rozdeleni

Dény vzorci

1 1X)= [ [ s o 75V day

—00 —O0

o oo
f(z,y)
—00 —00
kde f(z,y) je sdruZend hustota pravdépodobnosti veli¢cin z a y a g(z), h(z) jsou
marginalni hustoty pravdépodobnosti veli¢in z a y, pro které plati:

g(x) = / f(z,y)dy



= /°° f(z,y)dz

20.1.7 Vyznam a vlastnosti entropie

Entropie je stfedni hodnota informace, kterou dostaneme, pokud se dovime, ktery z k
disjunktnch jevi nastal, jestlize jejich pravdépodobnosti byly p1,..., pg.

Shannonova entropie H:Dj, — (0, c0)dané vzorcem (1.1) je jediné realné funkce na Dy,
nasledujicich vlastnosti:

1. H nezavisi na permutaci argumentd,

2. funkce p — H(p,1 — p) je spojita,

3. H(1/2,1/2) =1,

4. H(p1,p2,p3:-,Pn) = H(p1 +p2,p3, .., pn) + (01 + p2) H (G E, 5.5 )-

Entropie H(X) = 0 tehdy a jen tehdy, jsou-li v8echy pravdépodobnosti kromé jedné
rovny nule a jedna pravdépodobnost rovna jedné. Entropie dosahuje svého maxima, jsou
li vSechny pravdépodobnostu stejné.

20.2 Kédovani zprav

Definice:  Necht X je nahodné veli¢ina s vybérovym prostorem X. Necht D je kone¢na
abeceda a D* = J;2, D". Ko6d pro X je zobrazeni C : X — D*.

Definice: ~ Stfedni délka kodu C je L(C) = > .y px(2)l(C(x)), kde [(C(x)) znaci
délku fetézce C(x).

Priklad 1: Necht px (i)

= % 1 =1,2,3. Méjme tento binarni kéd:
C(1)=0,C(2 )—10 ci3)=11
it

Ziejmé L(C) = 1.6, pficemz H(X) = log3 = 1.58.
Priklad 2: Necht px (i) =27%i=1,2,3 a px(4) = 273. M&jme tento binarni kod:
C(1) =0, C(2) = 10, C(3) = 110, C(4) = 111.
Ziejmé L(C) =H(X) = 1.75,
20.2.1 Tridy kéda
Definice: Kod C je
e nesingularni, pokud je C : X — D*prosté zobrazeni.

e jednoznacéné dekdéddovatelny, pokud je jeho rozsifeni C*nesingularni, kde C* :
X* — D* je definovano pomoci C*(zy...x,) = C(x1)...C(zy), T1...Ty € X*.



e instantni, pokud zadné kodové slovo C(z) neni pocateénim tisekem kodového slova
Clx) proz,x € X, x # x.

Vztahy mezi kody:
1. Kazdy instantni kéd je jednoznacéné dekédovatelny.

2. Kazdy jednoznac¢né dekddovately kod je nesingularni.

x stngularni nesingularni jednoznacéné d. nstantni

1 0 0 01 0
Tridy kédi 2 0 1 00 10

3 0 00 11 110

4 0 01 110 111

e neinstantni jednozna¢né dekédovatelny kod obecné umoziiuje dekdédovani az po
precteni celého rozsifeného kodového slova C(xy...xy)

e instantn{ kéd umoziuje dekédovani ihned po obdrzeni kédového slova

20.3 Kraftova-MacMillanova nerovnost

Veta (Kraft, 1949) Delky slov Iy, ..., 1, libovolného instantniho d-znakového kodu
splituji nerovnost

m
Zd—li <1.
i=1

Obracené, splhuji-li Iy, ..., L, € N tuto nerovnost, potom existuje instantni d-znakovy
kéd s délkami slov Iy, ..., lp,.

Veta (MacMillan, 1956) Délky slov [y, ..., [, libovolného jednoznaéné dekédovatel-
ného d-znakového kédu spliuji nerovnost

m
Zd—li <1.
i=1

Obracené, spliwji-li {1, ..., l,, € N tuto nerovnost, potom existuje jednozna¢né deko-
dovatelného d-znakovy kod s délkami slov Iy, ..., .

Kombinaci téchto dvou nerovnosti dostaneme:

Véta (Kraft-MacMillanova)  Jednoznacné dekodovatelné kodovani s predepsanou délkou
slov existuje pravé tehdy, kdyz existuje instantni ké se stejnou délkou.



20.4 Souvislost entropie a stredni délky kédovaného slova

Jsou-li pravdépodobnosti vysledki zndmé a rtizné, mizeme to vyuzit k ispornéjsimu ké-
dovani. U asporného kédu budou v8echny pouzité znaky ptiblizné stejné pravdépodobné.
Entropie urcuje teoretickou dolni mez pramérné délky zpravy pii nejaspornéjsSim ko-
dovani. Tim ndm ukazuje meze mozné komprese dat. Castéji zndme rozdélen{ jen piib-
lizné, a proto nedosdhneme maximalni téinnosti komprese.

20.5 Kdédy s optimalni stredni délkou

20.5.1 Huffmanav kod

Je to optimalni kéd, tedy instantni k6d minimalizujici stfedni délku na mnoziné
vsech jednoznac¢né dekddovatelnych kokil.

Vysledny kod neni uréen jednoznacné (napt. bitovou inverzi ziskame jiny optimalni

[ ]
kod).
e Jednozna¢né nenf urcena ani délka kodovych slov.
e Aplikace : zdvéreéné zpracovani formata JPEG, MP3, DEFLATE, PKZIP
Priklad:
xq...100
Lt g 10
xz... 00 10
0,2 (. 23
xs... 101 0
0Tl 0, 40 )
e L i,/
0,2 70,6
x5... 1100 |
0,09 ™ 149
xg... 1101 0,18 \
0,09 11
I e
LRI T



20.5.2 LZ algoritmy

autofi Lempel a Ziv publikovali 2 zakladn{ varianty algoritmu, a to LZ77 a LZ78

algoritmus méa mnoho riznych variaci, jako je napf. Lempel-Ziv-Welsch LZW (kom-
prese v Unixu, ZIP, RAR, GIF, PDF,...)

jde o t¥idu adaptivnich kompresnich algoritmi se slovnikem

optimalita: LZ77 a LZ78 asymptoticky dosahuji rychlosti entropie pro stacionarni
ergodické zdroje

LZ78 (Stromova verze LZ)

Fetézec x1...x, € X" je sekvencné testovan na vyskyt nejkratgich fetézci, které
se nevyskytly v pfedchozim kroku

kazdy takovy fetézec je oznacen a ulozen do slovniku

diky minimalité uklddaného rfetézce jsou jeho prefixy jiz ve slovniku: Fetézec
xi;...x5 byl uloZzen do slovniku pied x;...zpxp41

Kod tvofi posloupnost dvojic (U, xy), kde

xje posledni znak Fetézce x;...x;xg,

Uje ukazatel na odpovidajici prefix z;...x;.

Priklad

X

= {A, B}, fetézec ABBABBABBBAABABAA

Dostaneme nasledujici Fetézce: A, B, BA, BB, AB, BBA, ABA, BAA

Vysledny kod: 0A 0B 2A 2B 1B 4A 5A 3A

20.6 Informacni kanal a jeho kapacita

Definice
Informaéni kanal je trojice K = (X, P,Y), kde

X je m-prvkova vstupni abeceda
Y je n-prvkovavystupni abeceda

P je matice mxn podminénych pravdépodobnosti:



wa[}’ﬂxﬂ Pﬂx[}’zbﬁ] Pﬂx[}"n|x1]

P_ Pyix(Yilx2)  pyix(yalxe) ... pyx(ya.lx)
Pyix(ilxm)  pPyix(yalxm) .. Pyix(¥alxm)
Priklad
Binarni symetricky kanal
A=Y =401}

Vstup a vystup kanalu
Vstup: Informacni zdroj X s pravdépodobnostmi

(px(z1) ... px (7))

Vystup: Informaéni zdroj Y s pravdépodobnostmi

(py (y1) -y (Yn)) = (px(21) ... px (Tm)).P



Penositelnost zdroje X danym kanédlem popisuje vzajemna informace

I(X;Y) = H(X) — HX|Y)

20.7 Shannonova veta o kédovani

20.7.1 Shannonova veta o kédovani za pritomnosti Sumu

Tato véta tika, Ze existuje kodovani opravujici chyby, které dovoluje prenést informaci
redlnym kanalem (kanal s pFitomnosti §umu) rychlosti libovolné blizkou kapacité kanélu.
20.7.2 Shannonova veta o kédovani bez pritomnosti sumu

Mgjme f : W — Ax kdd se zdrojovymi slovy wi, wa, . . ., W, délek [;, s pravdépodobnosti
p; vyslani slova w; a kodovymi slovy a; = f(w;). Pak primérna délka kédového slova

Je:

f=Y pili
=1



21 Deterministicky konecny automat,
jazyk prijimany konecnym
automatem. (A4B01JAG)

21.1 Jazyky - avod
21.1.1 Abeceda

Kone¢nou neprazdnou mnozinu ¥ budeme nazyvat abecedou. Prvky mnoziny ¥ nazyvame
symboly, pismeny apod.

21.1.2 Slovo nad abecedou

Pro danou abecedu ¥ slovo nad ¥ je libovolna kone¢né posloupnost prvki abecedy X.
Tedy napf. pro ¥ = {a, b} jsou aab, b, bbaba slova nad .
Prdzdné slovo, znacime je €, je posloupnost, kterd neobsahuje ani jeden symbol.

21.1.3 Délka slova

Je dano slovo nad abecedou X. Délka slova je rovna délce posloupnosti, tj. poctu symbolii,
které se ve slové nachazeji. Délku slova u zna¢ime |ul.
Tedy, délka slova aab je rovna 3, délka b je 1, délka prazdného slova € je 0.

21.1.4 Zretézeni slov

Je déna abeceda Y. Pro dvé slova u, v nad abecedou ¥ definujeme operaci zietézeni
takto: Je-li u = ajas...a, a v =>b1by...by, pak

UV =a1a2...a,b1by ... bs.

Casto znak pro operaci zietézeni vynechavame; piSeme tedy uv misto presnéjsiho u - v.

Zietézeni slov je asociativni operace na mnoziné vSech slov nad danou abecedou,
prazdné slovo € je neutralni prvek této operace.

¥* 3. Ozna¢ime ¥* mnoZinu viech slov nad abecedou X. (Tj. prézdné slovo patif do
¥*) Pak ¥* spolu s operaci zfetézeni tvoii monoid, jehoz neutrdlnim prvkem je prazdné
slovo e.

Ozna¢ime Y mnozinu vich neprazdnych slov nad abecedou . (Tj. L+ = *\ {e}.)
Pak >* spolu s operaci zietézeni tvoii pologrupu.



Zietézeni slov neni komutativni. Napf. pro u = aab a v = b je uv = aabb, ale
vu = baab.
Pro libovolné slova u a v nad stejnou abecedou plati:

uv| = |ul + |v] .
Je-li slovo nad abecedou X, pak
u = e,
't = wu® pro kazdé i.

21.1.5 Podslovo

Je déno slovo u. Rekneme, Ze slovo w je podslovem slova u, jestlize existuji slova z, y
takova, Ze

U = TWY.

21.1.6 Prefix slova

Je dano slovo u. Rekneme, Ze slovo w je prefix slova u, jestlize existuje slovo y takové, ze
U = wy.

21.1.7 Jazyk nad abecedou

Je dana abeceda Y. Jazyk L nad abecedou ¥ je libovolnd mnozina slov, tj. L C 3*.
Je-li 3 abeceda, pak mnozina vSech slov ¥* je spocetna. Jazyki, jako podmnozin
spocetné mnoziny, je vic - nespoc¢etné mnoho.

21.2 Deterministické konecné automaty

21.2.1 Pouaziti

Konec¢né automaty se pouzivaji v riznych oborech. Jako pfiklady mtzeme uvést prekladace,
déle se pouzivaji pii zpracovani pfirozeného jazyka, pif nadvrzich hardwaru.

Zhruba feceno kone¢ny automat obsahuje kone¢nou mnozinu stavi ), kone¢nou mnozinu
vstupt 3, prechodovou funkci § a pocateéni stav gy. V nékterych piripadech jesté i
mnozinu vystupnich symboli Y a vystupnich funkeci.



21.2.2 Priklad 1

Uvazujme zjednoduSeny piiklad automatu na kdvu. Automat prijimé mince 1 K¢, 2 K¢
a b Ké. Automat vydéava jediny druh kavy, kava stoji 7 Ké. Automat na tlacitko s vrati
nevyuzité penize. Tento piikad uvedeme podrobnéji.

Zde @ = {0,1,2,3,4,5,6}, ¥ = {1,2,5,s}, Y = {K,0,1,2,3,4,5,6}, pfechodova a vystupni
funkce jsou dény néasledujici tabulkou:

V prvnim sloupci jsou stavy, ve kterych se automat muze nachézet, v prvnim rfadku
jsou vstupni symboly. V Ffadku odpovidajicim stavu ¢ a sloupci se vstupen a je dvojice
(novy stav, vystup). (K znamena kavu, ¢islo udava vracené penize).

1 2 ) S
1/0 | 2/0 | 5/0 | 0/0
2/0 | 3/0 | 6/0 | 0/1
3/0 | 4/0 | 0/K | 0/2
4/0 | 5/0 | 1/K | 0/3
5/0 | 6/0 | 2/K|0/4
6/0 | 0/K | 3/K|0/5
0/K|1/K|4/K|0/6

O UL W N~ O

21.2.3 Obecne rozlisujeme cturi typy automatu

Mealyho automat, Mooretuv automat, akceptor a automat bez vystupu. Déle se budeme
zabyvat hlavné tzv. akceptory.

21.2.4 Mealyho automat

Mealyho automat je Sestice (@, X, Y, d, go, \). kde @, 3, Y a go maji stejny vyznam jako
v 21.2.1, prFechodova funkce je zobrazeni : @ x ¥ — () a vystupni funkce je zobrazeni
A QxXE—=>Y.

21.2.5 Mooriiv automat

Mooriv automat je Sestice (@, 3, Y, 4, qo, 8). kde @, X, Y, § a go maji stejny vyznam
jako v 21.2.4, B je zobrazeni 5: @ — Y (fikd se mu znackovaci funkce).

21.2.6 Akceptor, téz DFA

DFA je pétice (Q, X, 9, qo, F), kde Q, X, § a go maji stejny vyznam jako v 21.2.5 a F C
@ je mnozina koncovych (téz piijimajicich) stavi.

Jedna se vlastné o Mooretiv automat, kde mnozina vystupnich symboli mé dva prvky,
totiz Y = {0, 1}, a proto znackovaci funkci 8 nahrazujeme mnozinou téch stavii, kterym
znackovaci funkce p¥ifazuje 1.



21.2.7 Automat bez vystupu

Automat bez vystupu je ,spolec¢nou ¢asti” vSech vySe uvedenych automati; tj. jedna se
o (Qv 27 57 qo)

21.2.8 Stavovy diagram

Kromé tabulky, miizeme kone¢ny automat zadat téz stavovym diagramem.

Je dan koneCny automat s mnozinou stavi (), mnozinou vstupnich symboli X, pre-
chodovou funkci §. Stavovgm diagramem nazyvame orientovany ohodnoceny graf, jehoz
vrcholy jsou stavy (tj. V = @) a orientovana hrana vede z vrcholu ¢ do vrcholu p pravé
tehdy, kdyZ d(¢, a) = p; v tomto piipadé je hrana ohodnocena vstupnim symbolem a
pro Moortuv automat a DFA| nebo dvojici a/\(g, a) v piipadé, Ze se jedna o Mealyho
automat.

Jeslize se jedna o Mooretiv automat, vrcholy stavového diagramu jsou navic ohodno-
ceny znackovaci funkci 8. Pro akceptor, tj DFA, oznacujeme pouze mnozinu koncovych
stavil, a to bud gipkou mifici ze stavu ven nebo jinym oznaéenim stavii, které patii do
mnoziny F. PocGate¢ni stav ¢ je oznac¢ovan Sipkou mitici do néj.

21.2.9 Rozsirena prechodova funkce

Je dan automat (Q, X, 0). Rozsifena prechodova funkce §*: @ x ¥* — @ je definovana
induktivné takto:

1. 6*(q,€) = q, pro vSechna ¢ € Q,

2. 6% (q,ua) =6 (6* (q,u),a), pro vechna ¢ € Q, a € &, u € ¥*.

21.2.10 Jazyk prijimany konecnym automatem

Je dan DFA M = (Q, X, 0, qo, F). Rekneme, 7e slovo u € ©* je pFfijimdno automatem
M préavée tehdy, kdyz

0% (qo,u) € F.

MnozZina vsech slov, které automat pfijiméa, se nazyva jazyk prijimany M, znacime ji
L(M). Tedy,

L (M) = {w|0" (qo,w) € F}.

21.2.11 Regularni jazyky

Kazdy jazyk, ktery je prijiman nékterym DFA, nazveme reguldrni jazyk. Tiidu vSech
regularnich jazykt oznacujeme Reg.



21.2.12 Pumping lemma pro regularni jazyky

Pro kazdy regularni jazyk L nad abecedou ¥ (tj. jazyk, ktery je pfijiméan né&jakym DFA)
existuje prirozené ¢islo n s touto vlastnosti:

Jestlize néjakeé slovo u € L je delsi nez n (tj. |u| > n), pak u lze rozdélit na tii slova
u = zwy tak, Ze

1. w#e,
2. |zw| < n,
3. zw'y € L pro kazdé piirozené éislo i = 0,1, .. ..

Dikaz: Predpokladejme, Ze jazyk L je regularni. Tedy existuje DFA M, ktery tento
jazyk pfijiméa. Oznacme n poclet jeho stavi. Vezméme libovolné slovo u € L délky vétsi
nez n. Sled ve stavovém diagramu, ktery odpovida praci automatu nad slovem wu, musi
obsahovat cyklus (mé vétsi délku nez je pocet vrcholil — stavil). Oznaéme z slovo, které
odpovida té ¢asti sledu nez poprvé vstoupime do cyklu, w slovo, které odpovida jednomu
prichodu timto cyklem, a y slovo odpovidajici zbylé ¢asti sledu.

Neni tézké se presvéddit, ze slova z, w, y spliwuji vlastnosti z pumping lemmatu.

Vyuziti pumping lemmatu: Jazyk L = {0™1™|m > 0} neni regularni jazyk.

Kdyby L byl regularni jazyk, muselo by existovat pfirozené ¢islo n s vlastnosti z 21.2.12.
Polozme u = 0™1". Ziejmé u € L a |u| = 2n > n. Tedy v = zwy, w # €, |[zw| < n a
zw?y € L. To ale neni mozné; slovo w by muselo obsahovat jen 0, protoze délka slova 2w
je mensi nebo rovna n a prefix slova u délky n je 0. Navic slovo w neni prazdné, a tedy
w = 0% pro 0 < k < n. Pak ale slovo zw?y je rovno 0"T*1" a nema stejny pocet 0 i 1,
tj. nelezi v jazyce L. Spor.

21.2.13 Ekvivalentni automaty

Rekneme, Ze dva automaty M, a My jsou ekvivalnetnd, jestlize p¥ijimaji stejny jazyk, tj.
jestlize L (M) = L (My).

21.2.14 Dosazitelné stavy

Je dan DFA M = (@, %, 4, qo, F). Rekneme, Ze stav ¢ € Q je dosafitelny, jestlize
existuje slovo u € ¥* takové, ze §* (qo,u) = ¢. Jinymi slovy, stav ¢ je dosazitelny,
jestliZe je dosazitelny z pocatec¢niho stavu gy ve stavovém diagramu M (tj. z qo vede do
q orientovany sled).

Je zfejmé, Ze stavy, které jsou nedosazitelné, nemaji vliv na jazyk, ktery dany automat
prijima.

21.2.15 Ekvivalence stavli ~

Mame DFA M = (Q, %, 9§, qo, F). Rekneme, 7e dva stavy p, ¢ € Q jsou ekvivalentny,
jestlize pro kazdé slovo u € ¥* plati



0 (p,u) € Fiff 0" (q,u) € F.

Fakt, ze dva stavy p a ¢ jsou ekvivalentni, zapisujeme p ~ q.

21.2.16 Redukovany automat

Je dan DFA M = (Q, %, 0, qo, F ). Rekneme, 7e M je redukovany, jestlize nemé ne-
dosazitelné stavy a zadné jeho dva rtzné stavy nejsou ekvivalentni. (To znamené, Ze
ekvivalence ~ je identicka ekvivalence.)

21.2.17 Konstrukce relace ~

Konstruujeme relace ~;, ¢ = 0,1, ..., na mnoziné vSech stavia @ takto:

e p ~q ¢ pravé tehdy, kdyz bud p,q € F nebo p,q ¢ F;

e je-li i >0, pak p ~;11 g pravé tehdy, kdyZ p ~; ¢ a pro kazdé a € ¥ méame 6(p,
a) ~i 0(q, a).

Véta: Plati

~o2v12 s 22

Existuje k takové, Ze ~j je rovna ~pi 1. Pak pro kazdé j > 1 plati ~p=~p; a tedy
21.2.18 Algoritmus redukce
Je dan DFA M = (Q, %, 0, qo, F).

1. Zkonstruujeme mnozinu @' vSech dosazitelnych stavi automatu M. Postupujeme
napf. hledanim do sitky ze stavu gg ve stavovém diagramu.

2. Podle predchoziho odstavce zkonstruujeme ekvivalenci ~ pro DFA M' = (Q,%,6,q0, F N Q").

3. Vytvorime DFA M; = (Q1,%,01,¢1,F1), kde Q1 = Q'/ ~={[q]_|l¢ € Q'}, ¢1 =
[90], 01 ([d],a) =[6(g.a)] . a F1 ={[g]l ¢ € FNQ'}

Automat My vznikl takto: za stavy jsme vzali t¥idy ekvivalence ~, pocatecni stav je
tfida, ve které lezi puvodni pocatedni stav qg, prechodova funkce , pracuje” na t¥idach
(coz je mozné vzhledem k vlastnosti ~) a mnozina koncovych stavi je mnozina téch t¥id,
ve kterych lezi koncové stavy automatu M'.



21.2.19 Priklad
Je dan DFA M néasledujici tabulkou:

© 00 O TR W
O N TN WN N
NGSCRN e NIFCC IR IS SISO IS

Naleznéte redukovany automat k DFA M.

Regeni: Nejprve najdeme vechny dosazitelné stavy automatu M. Jsou to stavy
{1,2,3,4,5,6,7}. Tedy Q' = {1,2,3,4,5,6,7}, F' = F = {3,5,6}.

Automat M' je dan tabulkou:

N O TR W N
N O ONWN NS
= O W N O s W

Vytvoiime rozklad Ry ekvivalence ~q:

O={1,2,4,7% F=1{3,5,6}.

Plati
5(1,a) =2€ 0,6(2,a) =2€0,0(4,a)=2€0,6(7,a)=7€0,6(1,b) =3 €F,
5(2,b)=4€0

Tedy musime mnozinu O rozdélit na dvé podmnoziny, a to {1} a {2,4,7}. Dale

0(3,a) =3€F,0(5,a)=6¢€F,d(6,a)=6€ F,§(3,b)=5¢€F,6(5,b)=3¢F,
5 (6,b) =6 ¢ F.

Proto mnozinu F' nedélime.

Rozklad odpovidajici ekvivalenci ~1 je

A={1}, 0=1{2,4,7}, F = {3,5,6}.

Vypocet zahrneme do tabulky



a b ~0 a b ~1
112|131 O0]O|F| A
21214 O |JO|O| O
3|35 F |F|F| F
4121710 10]0| O
51613 F |F|F| F
6|66 F |F|F| F
7TH714] O O[O O

Analogicky postupujeme k vytvoreni ekvivalence ~1. Vypocet jiz zkratime jen do
tabulky.

a b ~0 a b ~1 a b ~9
112(3)]O0|JO|F|A|JO|F| A
212[4]] OO0 O |O|O| O
3|3|5| F |F|F| F|F|F]|F
41217100 O0]O|O|O|0]| O
506|3| F |F|F| F|F|F]| F
6|16|6| F |F|F|F|F|F|F
74714 O]O[O| O |O|O| O

7 tabulky vyplyva , Ze ~1=~9. Proto ~;=~ je hledana ekvivalence.
Mame tedy tfi tfidy ekvivalence, a to A, O a F. Redukovany automat M; je dan
tabulkou

H O Ole
O ™o

A
O
F

Neni t&zké nahlédnout, Ze automat M; prijima jazyk L = {bu|u € {a,b}"}.

Véta: Automat M i k nému redukovany automat M; prijimaji stejny jazyk, tj. jsou
ekvivalentni.

Véta: Dva DFA M; a M, pfijimaji stejny jazyk (tj. jsou ekvivalentni) pravé tehdy,
kdyz jejich odpovidajici redukované automaty se lisi pouze pojmenovanim stavii.

21.2.20 Nerodova véta

Je dan jazyk L nad abecedou . Pak L je regularni jazyk (tj. je pfijiman né&jakym DFA)
pravé tehdy, kdyz existuje ekvivalence R na mnoziné vSech slov ¥* takova, Ze

1. L je sjednoceni nékterych tiid ekvivalence R.

2. R splhuje néasledujici podminku: Je-li uRv pro u, v € ¥*, pak pro kazdé slovo w €
>* plati uwRvw.

3. R ma pouze koneéné mnoho t¥id ekvivalence.



Poznamenejme, ze druha podminka vlastné fiké, Ze ekvivalence R je pravi kongruence
monoidu (X%, -, ).

Dikaz: Jestlize je jazyk L regularni, pak existuje DFA M = (Q, %, 4, qo, F'), takovy,
ze L = L(M). Definujme relaci R na ¥* takto:

uRv iff 6 (qo,u) = 6" (qo,v).

Takto definovana relace spliuje vechny podminky Nerodovy véty.
Predpokladejme, Ze pro jazyk L existuje ekvivalence R spliujici v8echny podminky z
Nerodovy véty. Definujme DFA M = (Q, X, 0, qo, F' ) takto:

Q={lulplue¥™}, q=I[dg, F={lulgllugCL};

d([u]lp,a) = [ualg pro kazdé a € X.

Pak DFA M pfijima jazyk L.

Poznamka: Podobné jako pumping lemma i Nerodova véta se d& pouzit k tomu,
abychom ukazali, Ze néktery jazyk neni regularni. Navic je ale mozné Nerodovu vétu
pouzit i pro konstrukci automatu, ktery dany jazyk pfijima.



22 Regularni vyrazy a regularni jazyky,
Kleeneova véta. Algoritmicka

slozitost Gloh souvisejicich s
regularnimi jazyky. (A4B01JAG)

22.1 Regularni jazyky
Regulérni jazyky viz kapitola 21 Deterministicky konefny automat, jazyk pfijimany
koneénym automatem.

22.1.1 Uzaverkové vlastnosti tridy regularnich jazykua
Trida regularnich jazyku je uzaviena na sjednoceni, prunik, doplnék i rozdil.

Piesnéji, jestlize L1 a Ly jsou regularni jazyky, pak také LiULs, LiN L, L1 = ¥*\ Ly
a Ly \ Lo jsou také regularni jazyky.
22.1.1.1 Zretezeni jazyki
Jsou dany jazyky L; a Lo nad abecdou Y. Zretézeni jazykt L; a Lo je jazyk LiLo
definovany

LiLo = {UU|U e L,ve LQ}
Tvrzeni: Ttida regulédrnich jazykt je uzaviena na zietézeni. Ptesnéji, jsou-li jazyky
L1 a Ly regularni, je regulérni i jazyk LqLo.
22.1.1.2 Operace *

Je dan jazyk L nad abecedou . Definujeme Lo = {e}, L‘*! = L‘L pro i > 0. Pak
operace * pro jazyk L (L*) je definovana

L*={efuLuLl*ul’u...=JL"
1=0

Poznamenejme, Ze operaci x se téz fika Kleeneho operdtor.
Tvrzeni: Ttida regularnich jazyku je uzaviena na operaci x. Pfresnéji, je-li jazyk L
regulérni, je regularni i jazyk L*.



22.2 Regularni vyrazy

Regulérni vyrazy slouzi k jesté jinému popisu regularnich jazyka. Prave regularni vyrazy
daly jméno t¥idé jazykua pfijimanych kone¢nymi automaty (at uz deterministickymi nebo
nedeterministickymi).
22.2.0.3 Regularni vyrazy nad abecedou
Je dana abeceda ¥. Mnozina v8ech regulédrnich vyrazi nad ¥ je definovana:

e () je regularni vyraz,

e ¢ je regularni vyraz,

e a je regularni vyraz pro kazdé pismeno a € 3,

e jsou-li ry a rg, pak rq + ra, rire a rj jsou regularni vyrazy.

22.2.0.4 Jazyk odpovidajici regularnimu vyrazu

Kazdému regularnimu vyrazu nad abecedou ¥ odpovidé jazyk nad abecedou ¥ a to takto:
e Regularnimu vyrazu () odpovida jazyk O.
e Regularnimu vyrazu e odpovida jazyk {e}.
e Je-li a € ¥, pak regularnimu vyrazu a odpovida jazyk {a}.

e Jestlize regularnimu vyrazu r; odpovida jazyk Ly a regularnimu vyrazu rg odpovida
jazyk Lo, pak regularnimu vyrazu ry + ro odpovidé jazyk L, U Lo a reguldrnimu
vyrazu rirg odpovida jazyk LqLs.

e Jestlize regularnimu vyrazu r odpovidé jazyk L, pak regularnimu vyrazu r* odpovidéa
jazyk L*.

Véta: Kazdy regularni vyraz nad abecedou ¥ odpovida regularnimu jazyku (nad abece-
dou X)), tj. jazyku, ktery je pfijiméan koneénym automatem.

Diikaz: Regularnim vyraztim @, €, a (pro a € ¥) odpovidaji po fadé jazyky O, {e},
{a}. Vsechny tyto jazyky jsou piijimany koneénym automatem.

O trideé jazyka prijimanych koneénymi automaty vime, Ze je uzaviena na sjednocent,
zietézeni a Kleeneho operaci . To znamend, Ze jsou-li jazyky odpovidajici regularnim
vyrazum r, r1 a rg piijimany kone¢nymi automaty, pak totéz plati i pro jazyky odpovi-
dajici regularnim vyrazim ry + re, riro a r*.



22.2.0.5 Kleeneho véta

Kazdy jazyk pfijimany koneénym automatem je mozné popsat reguldrnim vyrazem.

Dikaz: Je dan DFA M = (Q, %, §, qo, F'), ktery pfijimé jazyk L. Pro jednoduchost
ozna¢me mnozinu stavi @ = {1,...,n} a pocatécni stav ¢qo = 1. Pro k = 0,1,...,n
definujeme mnoziny slov RZ(Z) takto

Rg? je mnozina téch slov w, které 6* (i,w) = j a sled z i do j prochéazi pouze pies
stavy 1,... k.

Plati R,gg-) = {a € X|d(i,a) = j}, coz je konetnd mnozina pismen. Proto umime
mnozinu Rgg) popsat regularnim vyrazem.

Jestlize vSechny mnoziny slov Rl(?
(k+1)
J

i7

umime popsat regularnim vyrazem rf’ s pak pro

mnozinu slov R plati

(k+1) _ p(k) (k) (k) * (k)
Ri,j - Ri,j U Ri,k+1 Rk+1,k+1 Rk+1,j‘
k+1 . Lo . * Y -
Tedy REJJF ) popiSeme regularnim vyrazem rﬁj + rf’k+1 (rll§+1,k+1) r’,jJrLj, coz je opét
regularni vyraz.

(n)

1; pbro j € F. Proto jazyku L odpovida

Navic jazyk L je sjednoceni vSech mnozin R
regularni vyraz Xjepry ;.
22.2.0.6 Aplikace regularnich vyrazi
1. Program grep (Global search for Regular Expression and Print).
2. Vyuziti v editorech.
3. Vyuziti v programovacich jazycich.

4. Vyuziti pfi syntaktické analyze v prekladacich.

Poznamka: Zavedli jsme regularni vyrazy tak, jak jsou definovany v teorii kone¢nych
automatti. Prii praktickém pouziti regularnich vyrazi v computer science se pouziva
jiné znadeni, a navic se zavadi rozSifené regularni vyrazy, které pak uZ nepopisuji jen
regularni jazyky. Vic o téchto regularnich vyrazech najdete na webové strance Pavla
Satrapy http://www.nti.tul.cz/ satrapa/docs/requyr/.

22.2.0.7 Nekteré rovnosti mezi regularnimi vyrazy

Jsou-li r, p a q regularni vyrazy, pak plati nasledujici rovnosti (to znamena: regularni
vyraz odpovidajici levé strané a regulérni vyraz odpovidajici pravé strané popisuji stejny
jazyk):

I.p+qgq=p+aq,

2.r(p+q)=rp+raq,



3. (p+ag)r=pr+aqr,
4. (r*)*=r*,

5 (p+a)" = (pra")",

6. (p+a)” = (p*+a),
7. (p+a)" = (p*a)"p*,
8. r* =e+rr*,

9. rr* = r*r,

10. (pq)” = e+p(ap)*q,

*

11. (pq)*p = p(9p)

22.3 Dalsi uzaverkové vlastnosti tridy regularnich jazykd

22.3.0.8 Homomorfismus

Jsou dany dvé abecedy X, I' a zobrazeni h, které kazdému pismenu a € 3 pfifadi slovo
h(a) nad abecedou I'.

Zobrazeni h rozsifime na zobrazeni, které kazdému slovu u € ¥* pfirazuje slovo nad I’
takto:

o h(e) =g,
e h(ua)=h(u)h(a).

Obraz jazyka L nad ¥ je definovan h (L) = U{h (w) |w € L}.

Takto definované zobrazeni h se nazyva homomorfismus.

Piiklad: ¥ = {0,1}, T = {a,b} a h (0) = ab?, h (1) = bab. Pak h (010) = ab*babab* =
ab? (ba)* b?. Homomorfni obraz jazyka L = {105k > 0} je h (L) = {bab (ab?)" [k > 0}.

22.3.0.9 Substituce

Obecnéjsi pojem nez homomorfismus je tzv. substituce. Jsou dény dvé abecedy X, ' a
zobrazeni o, které kazdému pismenu a € ¥ pfitadi jazyk nad abecedou I'.

Analogicky jako pro homomorfismus zobrazeni o rozsifime na zobrazeni, které kazdému
slovu u € ¥* pfifazuje jazyk nad I' takto:

o 7(6) = e,
e 0 (ua) =0 (u)o(a).

Obraz jazyka L nad X je o (L) = U{o (w) |w € L}.

Takto definované zobrazeni o se nazyva substituce.

Piiklad: ¥ = {0,1}, ' = {a,b}, 0 (0) = L1 = {a"|n >0}, 0 (1) = Ly = {b"|n > 0}.
Pak o (01) = L1Ly = {a"b™|n,m > 0}.



22.3.0.10 Veta

T¥ida regularnich jazyki je uzaviena na homomorfismy. Jinymi slovy, jestlize L je reg-
ularni jazyk nad abecedou ¥ a h je homomorfismus z 3 do I', pak h (L) je regularni jazyk
nad abecedou I'.

Poznamenejme, Ze obdobna véta plati i pro substituce. Je-li L regulérni jazyk nad
abecedou ¥ a o je takova substituce z ¥ do T', Ze kazdy z jazykd o (a) pro a € ¥ je
regularni jazyk nad I', pak jazyk o (L) je také regularni jazyk nad T

22.3.0.11 Veta

T¥ida regularnich jazyki je uzaviena na inversni homomorfismy. Jinymi slovy, jestlize h
je homomorfismus a L je regularni jazyk nad abecedou T', pak jazyk h=! (L) je regularni
jazyk nad abecedou X.

Piipomeiime, ze h~! (L) = {u € *|h (u) € L}.

Piiklad: Uvazujme jazyk L nad abecedou I' = {a, b} popsany regularnim vyrazem
(00 + 1)* a homomorfismus h, kde h (a) = 01 a h (b) = 10.

Pak h~! (L) je jazyk nad abecedou ¥ = {a, b} popsany regularnim vyrazem (ba)

*

22.3.0.12 Reverse

Je dan jazyk L nad abecedou ¥. Pak jazyk L definovany
L = {wfw e L}

se nazyva reverse jazyka L.

Veéta: Trida regularnich jazykt je uzaviena na reverse, presnéji: jestlize L je regularni
jazyk nad abecedou ¥, pak je regularni i jazyk L.
22.3.0.13 Levy kvocient

Méme dva jazyky L a L; nad abecedou Y. Pak levyj kvocient je jazyk
Li\L={v|3ue Lj,uveL}.

Priklad: Uvazujme jazyky L; a Lo nad abecedou ¥ = {0, 1}, kde L; = {Ok10”|k, n > O},
Ly = {10™1|m > 0}.

Pak L2 \Ll = @ a L1 \LQ = {Oql‘q > 0}

Véta: Trida regularnich jazyku je uzaviena na levé kvocienty. Presnéji, jestlize L a
L jsou regularni jazyky, pak i L; \ L je regularni jazyk.

22.3.0.14 Pravy kvocient

Méme dva jazyky L a Lo nad abecedou X. Pak pravy kvocient je jazyk

L/Ly ={v|3u € Ly,vu € L}.



Piiklad: Uvazujme jazyky L; a Lo nad abecedou ¥ = {0, 1}, kde L, = {Oklonlk, n > 0},
Ly = {10™1|m > 0}.

Pak Ly/Ly = {10"k > 0} a Ly /Ly = 0.

Veéta: Ttida regularnich jazykt je uzaviena na pravé kvocienty. Pfesnéji, jestlize L a
Lo jsou regularni jazyky, pak i L/Ls je regularni jazyk.

22.4 Algoritmicka resitelnost aloh pro regularni jazyky

Pro nasledujici otazky tykajici se kone¢nych automati a jimi pfijimanych jazykt existuji
algoritmy, které daji spravnou odpovéd.

1. Pro dany kone¢ny automat M (at deterministicky nebo nedeterministicky) a slovo
w € ¥* rozhodnout, zda w € L (M).

2. Pro dany kone¢ny automat M (at deterministicky nebo nedeterministicky) rozhod-
nout, zda L (M) # O.

3. Pro dany kone¢ny automat M rozhodnout, zda L (M) = X*.

4. Pro dva konefné automaty My a Ms rozhodnout, zda L (M) = L (Ms).
Tvrzeni: Je dan deterministicky koneény automat M s n stavy. Pak

1. Jazyk L (M) je neprazdny pravé tehdy, kdyz M piijima slovo w délky |w| < n.

2. Jazyk L (M) je nekoneény praveé tehdy, kdyz M piijimé slovo v délky n < |v] < 2n.



23 Gramatiky, regularni gramatiky a
bezkontextové gramatiky,
bezkontextové jazyky. Zasobnikové
automaty a jejich vztah k
bezkontextovym jazykim. Vlastnosti

bezkontextovych gramatik, lemma o
vkladani. (A4B01JAG)

23.1 Gramatiky

23.1.1 Hierarchie gramatik

23.1.1.1 Definice

Gramatika je usporadané ¢tvefice G = (N, X, S, P), kde
e N je kone¢na mnozina tzv. netermindli;
e Y je kone¢na neprazdnd mnozina tzv. termindgld, plati NNYX = @;
e S € N je startovaci symbol,;

e P je konefna mnozina pravidel typu a — 3, kde « a 3 jsou slova nad N U takova,
Ze « obsahuje alespon jeden neterminél.

23.1.1.2 Priklad

V programovacich jazycich se ¢asto vyskytuji definice typu ¢islo v Backus-Naurové formé:
e (Cislo) ::= (¢iso bez zn.) | 4+ (¢islo bez zn.) | — (¢islo bez zn.)
e (Cislo bez zn.) ::= (¢islice) | (Cislice) (¢islo bez zn.)
o (Cislice) ::= 0]1]2|3]4]5]6]7|8|9

Jedna se o specialni piiklad gramatiky: Oznaéime S = (¢islo), A = (¢islo bez zn.) a
B = (¢islice). Pak se jedna o gramatiku, kde



N={S,A B}, ¥={+,-,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
a pravidla P jsou
e S A S—+AS5S— —A;
e A— B, A— BA,

e B—0,B—~1,...., B—09.

23.1.1.3 Primé odvozeni

Je déna gramatika G = (N,%, S, P). Rekneme, 7e 0 se primo odvodi z -y, zna¢ime
v =¢ 0, jestlize existuje v P pravidlo a — ( a slova ¢, 9 € (N U X*) takova, ze v = pat)
ad=ppy.

Zhruba teceno, ve slové v najdeme néktery vyskyt podslova «, které tvoii levou stranu
pravidla @« — f z P . Slovo 0 dostaneme tak, Ze zvoleny vyskyt « (v ) nahradime slovem
B (tj. pravou stranou pravidla).

23.1.1.4 Odvozeni
Je dana gramatika G = (N, %, S, P). Rekneme, ze § se odvodi z 7y, jestlize
e bud v =,

e nebo existuje posloupnost primych odvozeni

[ J
Y= =62 =6 =6 Ve =0
e Tento fakt znacime v =7, 4.

23.1.1.5 Jazyk generovany gramatikou

Rekneme, Ze slovo w € ©* je generovdno gramatikou G, jestlize S =5 Ww.
Jazyk L (G) generovany gramatikou G se sklada ze vSech slov generovanych gramatikou

G, t.

L(G)={weX*S = w}.



23.1.1.6 Konvence

e Neterminaly znac¢ime obvykle velkymi pismeny A, B, X,Y, ...

Terminély zna¢ime obvykle malymi pismeny ze za¢atku abecedy a,b,c,d, ...

Slova z (N U X)* obvykle zna&ime feckymi pismeny a, 3, ...

Terminéalni slova, tj. slova z ¥*, zna¢ime malymi pismeny z konce abecedy u, w, z,y, . ..

Obvykle v textu vynechédvame jméno gramatiky, je-li z kontextu jasné o jakou gramatiku
se jedna. PiSeme proto = a =* misto =g a =,.

23.1.1.7 Chomského hierarchie

Podle podminek, které klademe na pravidla dané gramatiky rozlisujeme gramatiky a jimi
generované jazyky na:

o Gramatiky typu 0 jsou gramatiky tak, jak jsme je zavedli v odstavci 23.1.1.1.
Jazyky generované gramatikami typu 0 se nazyvaji jazyky typu 0.

o Gramatiky typu 1 téZ kontextové gramatiky jsou takové gramatiky, kde kazdé pravidlo
v P je tvaru

aAB — B,

kde a, 8,7 € (N UX)*, A je neterminal a v # e. Jedinou vyjimku tvoii pravidlo
S — ¢, pak se S nevyskytuje na pravé strané zadného pravidla.

Jazyky generované gramatikami typu 1 se nazyvaji jazyky typu 1, téz kontextové

jazyky.

o Gramatiky typu 2 té7 bezkontextové gramatiky (coz zkracujeme na CFG) jsou takové
gramatiky, kde kazdé pravidlo v P je tvaru

A=,

kde v € (NUX)* a A je neterminal.

Jazyky generované gramatikami typu 2 se nazyvaji bezkontextové jazyky nebo jazyky
typu 2.

Priklad
S — aSb

S — ab
Tato gramatika generuje jazyk L = {a"0"|n > 1}



o Gramatiky typu 8 neboli reguldrni gramatiky (téZ pravé linedrni gramatiky) jsou
takové gramatiky, kde kazdé pravidlo v P je tvaru

A—wB, A— w,

kde A, B jsou neterminaly a w je terminélni slovo.

Jazyky generované gramatikami typu 3 se nazyvaji requldrni jazyky nebo jazyky
typu 3.

Priklad

S — aAl|bBle

A — albB

B — alblaA
Poznamenejme, Ze regularni jazyky jiz byly definovany jako ty jazyky, které jsou pri-
jimany koneénymi automaty — pozdéji ukdzeme, Ze je to spravné, totiz, ze kazdy jazyk
typu 3 je pfijiman koneénym automatem.
23.1.1.8 Nevypousteci gramatiky

Gramatiku G = (N, X, S, P) nazveme nevypoustéci, jestlize neobsahuje zadné pravidlo
typu A — e.

Tvrzeni: Ke kazdé bezkontextové gramatice G existuje nevypoustéci gramatika G
takova, ze

L(G)=L(Gy)—{e}.
Diisledek: Oznacme L; t¥idu jazyka typu ¢ Pak plati:

L3 C Ly C Ly C Lyg.

23.2 Regularni jazyky a regularni gramatiky

23.2.1 Tvrzeni

Ke kazdému regularnimu jazyku L existuje regularni gramatika G, ktera ho generuje.

23.2.2 Lemma

Ke kazdé gramatice G typu 3 existuje gramatika G; typu 3 generujici stejny jazyk a
takova, ze mé pravidla pouze tvaru

A—aB, A— e

Pridanim novych neterminald je mozné pravidlo A — wB, kde w = ajas . .. ag, nahra-
dit posloupnosti pravidel A — a1 X1, X1 — asXo, ..., X1 — aiB.



23.2.3 Tvrzeni

Ke kazdé gramatice G typu 3 existuje kone¢ny automat M takovy, Ze
L(G)=L(M).

23.2.4 Veta

Gramatiky typu 3 generuji pravé tfidu regularnich jazyka.

23.3 Bezkontextové gramatiky

Pfipomenme, Ze bezkontextova gramatika (CFG) je gramatika G = (N, X, S, P), ktera
obsahuje pouze pravidla typu

A=, kdeye (NUX)" a A je neterminal.

Déle pripomenme, Ze ke kazdé CFG gramatice G existuje nevypoustéci CFG gramatika
G takova, ze

L(G1) = L(G) —{e}.

23.3.1 Tvrzeni

Mame danu bezkontextovou gramatiku G = (N, X, S, P) a v ni derivaci
S =5 oA =5 w,

proa,B € (BUN), A€ NaweX*
Pak existuji slova u, x,v € 3* takova, ze

w=urv a a=gu, A=Hz, B=5v.

23.3.2 Redukovana bezkontextova gramatika

Je dana bezkontextova gramatika G = (N, X, S, P), pro kterou L (G) # O. Rekneme, 7e
G je redukovand, jestlize spliuje tyto dvé podminky:

1. Ke kazdému netermindlu A existuje aspon jedno terminalni slovo w takové, Ze
A=5w.

2. Ke kazdému netermindlu A existuji slova a, 8 € (N U X)* tak, ze S =7 aAf.

23.3.3 Tvrzeni

Ke kazdé bezkontextové gramatice G = (N, X%, S, P), pro kterou L (G) # O, existuje
redukovana gramatika G takova, ze L (G1) = L (G).



23.3.4 Algoritmus redukce CFG
Je dana bezkontextova gramatika G = (N, X, S, P).

1. Sestrojime mnozinu V = {A|A € N, A =% w,w € ¥*}:

VYO:E’

Vi1 = Vi U {4] existuje o € V;* takové, ze A =7 a}.
Plati
VO§V1§V2§...Q(NUZ).

Proto existuje n takové, ze V,, = V1. Polozime V =V,, — 3.
Jestlize S ¢ V, pak L (G) = @ a redukované gramatika ke gramatice G neexistuje.

Definujeme G' = (V, %, S, P'): do P' dame pouze ta pravidla z P, ktera obsahuji
neterminély z mnoziny V.

2. Pro gramatiku G' = (V, X, S, P') zkonstruujeme mnozinu

U={A|A eV, existuji o, B € (VUX)* tak, ze S =¢ aAB}.

Up = {S},

Uiy1 = U; U {Alexistuji B € Uj,, 8 € (VUX)” tak, ze B =7 aAB}.
Plati
UoEUlgUgg...QV.

Proto existuje n takové, ze U,, = U,41. Polozime U = U,.
Hledana gramatika je gramatika G; = (U,X%,S,P;), kde P; je mnoZina vsech

pravidel z P' (a tedy i z P), které obsahuji neterminély pouze z mnoziny U.

Plati: gramatika G; = (U, %, S, P1) je redukovana a generuje stejny jazyk jako ptvodni
gramatika G = (N, %, S, P).



23.3.5 Poznamky

e Uvédomte si, Ze redukovand CFG gramatika ,,nem4 zbyte¢né neterminély”.

e Je obtizné ke dvéma bezkontextovym gramatikam zjistit, zda generuji stejny jazyk.
Redukce gramatik nam k rozhodnuti nepomtze.

e Kroky ptredchoziho postupu nelze zaménit. Kdybychom nejprve hledali mnozinu
netermindli U a pak teprve z ni vybirali ty netermindly, ze kterych je mozné
odvodit terminalni slovo, vyslednd gramatika by nemusela spliiovat druhou pod-
minku z 23.3.2.

23.3.6 Leva derivace, levé odvozeni

Primé odvozeni se nazyva levé, jestlize se prepisuje ten neterminal, ktery je nejvic ,,vlevo”,
tj. uAB =g udp, kde u € ¥* a A — § je pravidlo gramatiky.
Derivace (odvozeni) se nazyva levd, jestlize se sklada pouze z levych pfimych odvozeni.
Obdobné definujeme pravé piimé odvozeni a pravou derivaci.

23.3.7 Tvrzeni

Je dana bezkontextova gramatika G = (N, X, S, P). Pak pro kazdou derivaci S =7 w
existuje leva derivace terminalniho w z S takova, Ze pouziva stejna pravidla jako pavodni
derivace (pouze mozna v jiném poradi).

23.3.8 Derivacni strom (parse tree)

Je déna bezkontextova gramatika G = (N, X, S, P). Derivacni strom (anglicky parse
tree) je kofenovy strom, takovy, Ze:

1. Kazdy vrchol, ktery neni list, je ohodnocen neterminalem.

2. Kazdy list je ohodnocen terminélem nebo préazdnym slovem e. V piipadé, Ze je list
ohodnocen prazdnym slovem ¢, jedna se o jediny néslednik (svého predchudce).

3. Jestlize néktery vrchol, ktery neni list, je ohodnocen neterminélem A a mé nasled-
niky (v pofadi od leva do prava) X, Xo, ..., Xi, X; € NUX, pak A — X1 Xs... X},
je pravidlo gramatiky G.

Rekneme, Ze derivaéni strom ddvd, nebo md za vysledek slovo w, jestlize w je ohodnoceni
list deriva¢niho stromu (Cteno od leva do prava).

23.3.9 Tvrzeni

1. Pro kazdou derivaci S =, w existuje derivacni strom s vysledkem w.

2. Ke kazdému deriva¢nimu stromu s vysledkem w existuje aspon jedna derivance
S =¢ w (takovych derivaci mize byt vice).



3. Ke kazdému deriva¢nimu stromu s vysledkem w existuje pravé jedna leva (prave
jedna prava) derivace w z S.

23.3.10 Jednoznacné a viceznacné bezkontextové gramatiky

Je dana bezkontextova gramatika G = (N,X, S, P). Rekneme, ze G je jednoznacnd,
jestlize pro kazdé slovo w generované gramatikou G existuje jediny deriva¢ni strom s
vysledkem w (tj. existuje jedina leva derivace w z ).

V opa¢éném piipadé mluvime o viceznacné gramatice.

23.3.11 Viceznacny jazyk

Bezkontextovy jazyk L se nazyva viceznacény (téZ podstatné viceznacny), jestlize kazda
bezkontextovi gramatika, kterda ho generuje, je vicezna¢na.
Napiiklad jazyk L = {aibjckdl\i = j nebo k = l} je podstatné viceznacny.

23.4 Zasobnikové automaty

Zhruba feceno, zasobnikovy automat se sklada z fidici jednotky, ktera je v jednom z
moznych stavi, ze vstupni pasky se ¢teci hlavou a ze zasobniku. Na zakladé toho, v
jakém stavu se automat nachazi, co hlava ¢te na vstupni péasce a jaky symbol je na
vrcholu zasobniku, automat udéla akci: prejde do nového stavu, posune ¢teci hlavu o
jedno poli¢ko doprava nebo stoji (to v piipadé, Ze automat reagoval na prazdné slovo) a
vrchol zasobniku nahradi zasobnikovym slovem.

23.4.1 Definice

Zdsobnikovy automat je sedmice (Q, %, T, 4, qo, Zo, F'), kde
e () je kone¢na mnozina stavi,
e 3 je konedna mnozina vstupnich symboli,

e I' je koneéna mnozina zasobnikovych symbolii,

d prifazuje kazdé trojici (q,a,X), ¢ € Q, a € ¥ U {e}, X € I', kone¢nou mnozinu
dvojic (p, @), kde p € Q a a € I'*. Formalné:

0:Qx (BU{e}) xT' = Pp(Q xTI™).
(Pf (A) znac¢i mnozinu viech koneénych podmnozin mnoziny A.)
e o € @ je poCateéni stav,
o 7y €T je pocatecni zasobnikovy symbol a

e F' C (@ je mnozina koncovych stavi.

Uvédomte si, Ze zésobnikovy automat tak, jak byl definovan, je nedeterministicky.



23.4.2 Situace zasobnikového automatu

Je dan zasobnikovy automat (Q,%,T, 4, qo, Zo, F'). Situace zasobnikového automatu je
trojice (q,u,7y), kde ¢ je stav, u je vstupni slovo a v je zasobnikové slovo.
Znamena to, Ze zasobnikovy automat je ve stavu ¢, na vstupni pasce ma slovo u a v
zésobniku slovo v s tim, Ze prvni pismeno v je na vrcholu zésobniku.
23.4.3 Jeden krok prace zasobnikového automatu - relace 4
Je dan zasobnikovy automat A = (Q, X, T, 9, qo, Zo, F'), ktery je v situaci (q, au, X+), kde
a € XU{e}, X €. Pak A prejde do situace (p,u,ay) pro (p,«a) € 6 (q,a, X). Znadime
(Q7au>X7) Fa (paua OZ’)/) iff (p,Oé) € 5(Qa a, X)

23.4.4 Relace %

Jeden krok zasobnikového automatu rozsifime na konecény pocet. Automat A prejde ze
situace S do situace S', piseme S F* S' pravé tehdy, kdyz bud S = S' nebo existuje
kone¢ny pocet situaci S1,S52,...,S, takovych, Ze

StaS1,S1FaS2,...,8. Fas".

23.4.5 Jazyk prijimany prazdnym zasobnikem
Je déan zasobnikovy automat A = (Q, 3, 1,0, qo, Zo, F). Jazyk piigimany prdzdngm zd-
sobnikem N (A) je definovan takto:

N (A) = {u e ¥ (q0,u, Z0) i (p,€,€) ,p € Q} .

Zhruba feCeno, zésobnikovy automat za¢ne v pocCiteénim stavu gy, na vstupni pésce
mé slovo 4 a na zésobniku pouze pocateéni zésobnikovy symbol Zy. Slovo je pfijato,
kdyz po jeho pfecteni je (muZe byt) zasobnik vyprazdnén.

23.4.6 Jazyk prijimany koncovym stavem
Je dan zasobnikovy automat A = (Q,%,T,0,q0, Zo, F). Jazyk prijgimany koncovym

stavem L (A) je definovan takto:

L(A) ={ueX*(q,u,Zo) 4 (p,€e,v),p € F}.

Zhruba feCeno, zésobnikovy automat za¢ne v pocateé¢nim stavu qg, na vstupni pésce
mé slovo u a na zasobniku pouze pocéateéni zasobnikovy symbol Zy. Slovo je pfijato,
kdyZ po jeho pfecteni je (mtZe byt) automat v nékterém koncovém stavu. To, zda je
soucasné vyprazdnén zasobnik nebo neni, nehraje roli.



23.4.7 Tvrzeni
Ke kazdému zasobnikovému automatu A existuje zasobnikovy automat B takovy, Ze

N(A)=L(B).

23.4.8 Tvrzeni
Ke kazdému zésobnikovému automatu A existuje zasobnikovy automat B takovy, Ze

L(A)=N(B).

23.4.9 Veta

Ke kazdé bezkontextové gramatice G = (N, X, S, P) existuje zasobnikovy automat A
takovy, ze
L(G)=N(4).
Nastin dikazu: Je dana bezkontextova gramatika G = (N, X, S, P). Zkonstruujeme

zésobnikovy automat s jednim stavem q takto:

* Qa={q},q0 =g

e I'y=NUX,

o Zyp=25,

e 04(q,6,X)={(q,a)|X > a€ P, X € N},

e 04(q,a,a) ={(g,€)}, proa € 3.

Zhruba feceno, je-li na vrcholu zasobniku automatu A neterminal X, nahradime ho v
zésobniku nékterym pravidlem gramatiky G. Je-li na vrcholu zésobniku terminal a € X,
tak v pripadé, Ze a je téz Cten Cteci hlavou, odstranime ho z vrcholu zasobniku a hlavu
posuneme o jedno policko doprava. Jestlize se terminalni pismeno na vrcholu zasobniku
nerovna prvnimu ¢tenému symbolu, automat se netispésné zastavi.

D4 se dokézat, Ze zasobnikovy automat A prijme slovo u € ¥* prazdnym zasobnikem
pravé tehdy, kdyz je slovo u vygenerovano gramatikou G.

23.4.10 Veta
Ke kazdému zasobnikovému automatu A existuje bezkontextova gramatika G takové, Ze

N (A) = L(G).

vvvvvv

tfeba ho rozdélit do dvou krokti. Nejprve se dokaze, Ze pro kazdy zasobnikovy automat
A existuje zasobnikovy automat B s jednim stavem takovy, ze N (A) = N (B).

Pak uz je jednoduché pro zasobnikovy automat B s jednim stavem vytvofit bezkon-
textovou gramatiku G, ktera generuje stejna slova jako zésobnikovy automat B pfijal
prazdnym zasobnikem. Jedna se vlastné o opacny postup jako v dikazu véty 23.4.9.
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23.4.11 Deterministicky zasobnikovy automat

O zéasobnikovém automatu A = (Q,%,T,0,qo, Zo, F') fekneme, Ze je deterministicky,
jestlize spliiuje nésledujici dvé podminky:

e Pro kazdé ¢ € Q, a € Y U{e} a X €T je §(q,a,X) nejvyse jednoprvkova (tj.
0 (g, a, X)] < 1).

e Jestlize pro néjaké ¢ € Q a X € I je § (g, ¢, X) neprazdné, pak pro kazdé a € X je
(g, a, X) prazdna mnoZzina.

Uvédomte si, ze predchozi dvé podminky zajistuji, Ze v kazdém okamziku méame vzdy
nejvyse jednu moznost, jak pokracovat.
23.4.12 Jazyky prijimané deterministickym zasobnikovym automatem

Stejné jako u (nedeterministickych) zasobnikovych automati rozlisujeme i u determini-
stickych zasobnikovych automatt piijimani koncovym stavem a piijimani prazdnym zé-
sobnikem. Tj. pro dany deterministicky zasobnikovy automat A = (@, %, T, 6, qo, Zo, F)
je

L (A) = {ul (qo,u, Zo) F (p,€,7),p € F}

N (A) = {ul(q0,u, Zo) i (p, €. €)}.

23.4.13 Tvrzeni

Pro kazdy deterministicky zasobnikovy automat A existuje deterministicky zasobnikovy
automat B takovy, Ze

N (A) = L(B).

Jinymi slovy, kazdy jazyk prijimany deterministickym zasobnikovym automatem prézd-
nym zasobnikem je také pfijiman (néjakym) deterministickym zasobnikovym automatem
koncovym stavem.

23.4.14 Bezprefixovy jazyk

je jazyk, ktery je piijiman néjakym deterministickym zésobnikovym automatem prazd-
nym zasobnikem.

Obdoba tvrzeni 23.4.8 pro deterministické zasobnikové automaty neplati. Jestlize
totiz deterministicky zasobnikovy automat A piijme slovo u prazdnym zasobnikem, pak
nemuze prazdnym zasobnikem pfijmout zadné slovo uwv, kde v # €.

23.4.15 Deterministicky jazyk

je jazyk, ktery je prijiman nékterym deterministickym zasobnikovym automatem kon-
covym stavem.
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23.5 Vlastnosti bezkontextovych jazykii

23.5.1 Chomského normalni tvar

Je dana bezkontextova gramatika G = (N,X, S, P). Rekneme, e gramatika G je v
Chomském normdlnim tvaru, jestlize mé pouze pravidla tvaru

A— BC,A—a proA,B,C € N,a€X.

23.5.2 Veta

Pro kazdou bezkontextovou gramatiku G existuje bezkontextova gramatika G' v Chom-
ského norméalnim tvaru takova, ze

L(G)=L(G)—{e}.

23.5.3 CYK
Jedna se o algoritmus, ktery pro danou bezkontextovou gramatiku G v Chomského nor-
malnim tvaru a pro dané terminalni slovo w rozhodne, zda w € L (G).

Ozna¢ime G = (N, 3, S, P) a w = ajay...a,. Postupné vytvaiime mnoziny X;; pro
1<i<j <k, kde

X@j = {A € N’A :>6 AiQig1 - - - aj} .
Plati
AEXM if A—aq;€P
Navic

Xl’k:{AEN‘A:V&(J,lCLQ...CLk:w}.

Déle si uvédomte, ze A =7 a;a;y1 ... a; iff existuji neterminaly B, C' takové, Ze

A—BCeP kde bud B=5a a C=§ai1...404
nebo B =§ ajair1 a C =G aip2...q

nebo B :>6 a;Q;410;42 a C :>Ev Qi4+3...0;

nebo B =5 a;...a;45-1 a C =3 aj;.
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Piedpoklddejme, Ze mame zkonstruovany vSechny mnoziny X, , , kde ¢ — p < n. Pak
mnoziny X; ; pro j — i = n utvoiime takto:

Ae Xi,j iff 3JA — BC € P tak,ze bud B € Xm' a Ce€ Xi-i-l,j
nebo B e X1 a C€ X

nebo B € Xi’i_;,_g a Ce¢ Xi+3,j

nebo B € Xiyjfl a Ce XjJ'

Zac¢inam tedy konstrukci mnozin X;;, i = 1,2,...,k, nasleduje pak k£ — 1 mnozin
Xiit1,1=1,2,...,k—1, atd. dvé mnoziny Xy _1, X3 ; a nakonec jednu mnozinu X j,
a to podle nésledujiciho postupu:

Xi,j = {A S N|E|A — BC € P tak, 7e B € Xm'_,_m,c S Xi+m+1,j} .

Plati w € L (G) pravé tehdy, kdyz S € X 4.

23.5.4 Priklad

Je dana gramatika G pravidly

S — AB|BC
A — BAla
B — CClb

C — ABla

Pomoci algoritmu CYK rozhodnéte, zda slovo aabab je generovano bezkontextovou
gramatikou G.

Reseni: Konstrukei mnozin X;jprol <1< j <5 siznazornime do tabulky. Tabulka
bude mit 5 fadki a 5 sloupci, kde vyplnénych bude jen ta ¢éast, kterd se nachazi ,, pod
diagonalou”. Posledni fddek obsahuje pét mnoZzin Xi 1, X292, X33, X44 a X55. Pfed-
posledni Ffadek obsahuje ¢tyfi mnoziny Xi 2, Xo3, X34 a Xy 5. f{édek, ktery je tfeti od
spodu (a také shora) obsahuje tfi mnoziny X3, Xo4 a X35. Réxdek7 ktery je ¢tvrty od
spodu (a druhy shora) obsahuje dvé mnoziny X; 4 a Xo 5. Nejvyssi fadek obsahuje jednu
mnozinu X1 5.
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S,C
SSAC| B
B B | S,C
B S,C | S,A | S,C
AC [AC| B |[AC|B]|
a a b a b

7 predchozi tabulky také muzeme odvodit derivace slova aabab gramatikou G. Jedna
z takovych derivaci je napft. tato:

S = AB = aB = aCC = aaC = aaAB = aaBAB = aabAB = aabaB = aabab.

23.5.5 Pumping lemma pro bezkontextové gramatiky

Pro kazdy bezkontextovy jazyk L existuje kladné prirozené cislo m takové, Ze jestlize
nékteré slovo z obsazené v jazyce L ma délku alespon m, pak z lze psat ve tvaru z =
wvwzxy, kde

o |[vwz| < m, (tj. prostiedni ¢ast neni prili§ dlouha),
e vx # € (tj. aspon jedno ze slov v, z neni prazdné),

e pro viechna i > 0 plati uwv'wz’y € L, (tj. v a = se daji do slova z ,napumpovat” a
stale dostaneme slovo z jazyka L).

23.5.6 Vyuziti Pumping lemmatu pro bezkontextové gramatiky

Ukazeme, Ze jazyk L = {0"1"2"|n > 0} neni bezkontextovy.

Zduavodnéni: Predpokladejme, Ze jazyk L je bezkontextovy. Pak existuje kladné ¢islo
m z Pumping lemmatu. V jazyce L lezi slovo z = 0™1™2™. Podle Pumping lemmatu
existuji slova u, vw, x,y takova, ze

012" = wvwzy, |vz| >0, Jvwz| < m aw'wz'y € L pro i > 0.
Ukazeme, 7e slovo uv®way = uwy ¢ L. To bude hledany spor.

Podminka |[vwz| < m znamené, Ze slovo vwz bud neobsahuje pismeno 2 nebo neob-
sahuje pismeno 0.

JestliZze vwx neobsahuje pismeno 2, pak slova v, x obsahuji pouze 0 nebo 1, to je nejvyse
dva ze tii pismen 0,1,2.

Jestlize vwx neobsahuje pismeno 0, pak slova v, x obsahuji pouze 1 nebo 2, to je nejvyse
dva ze tii pismen 0,1,2.

To ale znamena, Ze v obou piipadech nemuze slovo uwy (tj. slovo z, ze kterého jsme
vypustili slova v a ) obsahovat stejny pocet vSech t¥f pismen 0,1,2.
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23.6 Uzaverkové vlastnosti bezkontextovych jazyku

23.6.1 Tvrzeni

Bezkontextové jazyky jsou uzavieny na sjednoceni.
To znamena, jsou-li L; a Lo dva bezkontextové jazyky, pak také jazyk L; U Lo je
bezkontextovy.

23.6.2 Tvrzeni

Bezkontextové jazyky jsou uzavieny na zietézeni.
To znamena, jsou-li L; a Lo dva bezkontextové jazyky, pak také jazyk L; Lo je bezkon-
textovy.

23.6.3 Tvrzeni

Bezkontextové jazyky jsou uzavieny na Kleeneho operaci x.
To znamené, je-li L bezkontextovy jazyk, pak také jazyk Lx je bezkontextovy.

23.6.4 Tvrzeni

Bezkontextové jazyky jsou uzavieny na reverzi.
To znamen4, je-li L bezkontextovy jazyk, pak také jazyk L je bezkontextovy.

23.6.5 Tvrzeni

Bezkontextové jazyky nejsou uzavieny na prunik.
To znamend, jsou-li Ly a Lo dva bezkontextové jazyky, pak jazyk L; N Ly nemusi byt
bezkontextovy.

23.6.6 Tvrzeni

Bezkontextové jazyky nejsou uzavieny na doplnék.

To znamena, je-li L bezkontextovy jazyk, pak jeho doplnék L nemusi byt bezkontex-
tovy.
23.6.7 Tvrzeni

Trida bezkontextovych jazyki je uzaviena na pruniky s regularnimi jazyky.
To znamena, je-li L bezkontextovy jazyk a R regulédrni jazyk, pak jazyk L N R je
bezkontextovy.

23.6.8 Tvrzeni

Ttida bezkontextovych jazyki je uzaviena na substituce.
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24 Turingovy stroje. (A4B01JAG)

Turingav stroj si mizeme predstavit takto: sklada se

e 7 Fidici jednotky, ktera se mize nachazet v jednom z kone¢né mnoha stavi,
e potencialné nekoneéné pasky rozdélené na jednotliva pole a
e hlavy, kterd umozinuje ¢ist obsah poli a prepisovat obsah poli pasky.

Na zakladé informace X, které je pfe¢tena na pasce, a na zékladé stavu ¢, ve kterém
se nachézi r{dici jednotka Turingova stroje, se fidici jednotka presune do stavu p, pole
pasky prepiSe na Y a hlava se presune bud doprava nebo doleva (tato akce je popséna
tzv. prechodovou funkci).

24.1 Formalni definice

Turingiv stroj je sedmice (Q, %, T, 6, qo, B, F), kde
e () je koneéna mnozina stavi,
e 3 je kone¢na mnozina vstupnich symboli,

e [ je konec¢na mnozina paskovych symbold, pfitom ¥ C I,

B je prazdny symbol (téZ nazyvany blank), jedna se o paskovy symbol, ktery neni
vstupnim symbolem, (tj. B € T'\ X)),

0 je prechodova funkce, tj. parcialni zobrazeni z mnoziny @ x I' do mnoziny ) X
I' x {L, R}, (zde L znamena pohyb hlavy o jedno pole doleva, R znamena pohyb
hlavy o jedno pole doprava),

qo € @ je pocCatecni stav a

F C @ je mnozina koncovych stavii.

24.2 Konfigurace

Konfiguraci Turingova stroje plné popisuje paska, pozice hlavy na pasce a stav, ve kterém
se nachézi idici jednotka. JestliZze na pasce jsou v prvnich k polich symboly X7 X5 ... X},
vS8echna pole s vétsim ¢islem jiz obsahuji pouze B, fidici jednotka je ve stavu ¢ a hlava
¢te symbol X;, tak danou konfiguraci zapisujeme

X1X2 e Xi—quiXi—i—l e Xk



24.3 Pocatek prace Turingova stroje

Na zacatku prace se Turingiv stroj nachézi v pocCateénim stavu gy, na pasce ma na
prvnich n polich vstupni slovo ajas ... ay (a; € X), ostatni pole obsahuji blank B a hlava
¢te prvni pole pasky, tj. symbol a;. Tedy formalné je pocatecni konfigurace qpay . . . ay.

24.4 Krok Turingova stroje

Predpokladejme, Ze se Turinguv stroj nachézi v konfiguraci X1 Xs...X; 1¢X;... Xk.
Pak v jednom kroku udéla nasledujici:

Jestlize § (¢, X;) = (p, Y, R), stroj se pfesune do stavu p, na pasku napise symbol Y a
hlavu posune o jedno pole doprava. Formalné to zapisujeme:

X1X2 e Xi—qui .. .Xk F X1X2 .. .Xi_lYpXi_;,_l e Xk.

Jestlize § (¢, X;) = (p,Y, L), a hlava necte nejlevnéjsi pole, stroj napiSe na pasku Y
(misto X;) a posune hlavu o jedno pole doleva. Formalné to zapisujeme:

X1X2 .. -Xi—qui e Xk F X1X2 e Xi_QpXi_1YXi+1 e Xk
Jestlize 6 (¢, X;) = (p,Y, L), a hlava ¢te prvni pole pasky, tj. pole, které je “nejvice
vlevo”, nebo jestlize ¢ (¢, X;) neni definovano, stroj se netispésné zastavi.
24.5 Vypocet Turingova stroje
je posloupnost jeho kroki, ktera za¢ina v po¢atecni konfiguraci. Tedy jedna se o reflexivni
a tranzitivni uzavér H* relace - (na mnoziné vsech konfiguraci daného Turingova stroje).
24.6 Jazyk prijimany Turingovym strojem

Vstupni slovo w € ¥* je pfijato Turingovym strojem pravé tehdy, kdyZ se Turingtv stroj
pii praci na slové w dostane do koncového stavu. Tedy formalné: slovo w € ¥* je piijato
Turingovym strojem pravé tehdy, kdyz

gow F* agq pro néjaké g € F aa,B €T,

Mnozina slov w € X*, které Turingiv stroj pfijima, se nazyva jazyk prijimang Turingovym

strojem M a zna¢ime ho L (M).
Véta: Turingovy stroje pfijimaji pravé tfidu jazykt typu 0. Pfesnéji:
Ke kazdé gramatice G typu 0 existuje Turingtuv stroj M takovy, Ze

L(G)=L(M).
Ke kazdému stroji M existuje gramatika G typu 0 takova, ze

L(M)=L(G).



Kombinacni logické obvody, hazardy. Minimalizace logickych funkci.
Kombinacni obvody vypocetni techniky: multiplexory, demultiplexory,
dekodéry, komparatory, scitacky, obvody zrychleného prenosu.
Programovatelné logické obvody. (AOB35SPS)

25.1 Kombinacni logické obvody

e jejich vystupni stav je ddn pouze kombinaci vstupnich stavii

e nejjednodussi jsou zékladni logické funkce AND, NAND, OR, XOR, NOT

Buffer AD Y=a Invertor AD'} Y=a
AND :I} F=ab |NaAND :} Y =ab
OR D Y=a+b |NOR Dﬂ- Y=a+b
<OR :D Y =ab+ab CNOR :Dof=gb+ab

Y=:::I'i‘E'E} F:HEE}
Megace —{>B*+ —|>0= —[}

AND +NOT = NAND OR + NOT =NOR
DD DD
NAND + NOT = AND HOE DR =0

25.1.1 Hazardy

e hazard = chybovy stav, kombina¢ni obvod mé na vystupu chybnou hodnotu
e nezadouci

e rozdélujeme na

— staticky hazard: muze dojit k jednorazové chybé na vystupu, vznikéi Casto
nestejné dlouhou cestou signalu. Kazdé logické hradlo ma v realnych pod-
minkach ur¢itou dobu zpozdéni, jsou-li tedy na vstup néjakého hradla pfive-
deny signély kazdy s odlisSnym zpozdénim, v jednu chvili hradlo rozhoduje
napf. na zékladé jednoho aktuélniho vstupu a jednoho ‘zastaralého”, ktery
jesté nestacil pres cestu s dlouhym zpozdénim dorazit.



— dynamicky hazard: miiZze dojit k opakovanym chybédm, obvod muzZe os-
cilovat mezi stavy 0 a 1 na predem nedefinované frekvenci. K tomuto jevu
dochézi napf. u neplatnych vstupt pfivedenych na nékteré klopné obvody,
nebo zavedenim zpétné vazby.

25.2 Minimalizace logickych funkci
Snaha o sniZeni po¢tu potiebnych operaci (a pii realizaci tedy logickych hradel) k
vykonéni funkce.

K minimalizaci lze vyuzit:

e Upravy pomoci booleovy algebry s vyuzitim pravidel:

Viastnost AND OR 01 OR AND 10
Komutativita at+b=b+a a-b=b-a
Identita a+l=a a-1=a
Distributivita at(b-c)=(a+bh)-(a+c) a-(b+cj=a-b+a-c
Komplementarita a+a=1 a-a=»0
Idempotence ata=-a a-a-a
Agresivita at+t1=1 a-0=0
Dvoji negace (@) =a
Asociativita atb+c)=(a+b)+c a-(b-c)=(a-b)-c
DeMaorgan at+h)=a"-b (a-b)y=a"+b
Absorpce at(a-b)=a a-{a+h)=-a
Slougeni (x-y)+(x-y)=x (x+y)-(x+y)=x

e minimalizaci pomoci Karnaughovy mapy:
pravdivostni tabulku funkce prepiSeme do Karnaughovy mapy, skupiny shodnych
hodnot lze potom pouzit k definici funkce jednodus$im zapisem. Karnaughova
mapa pro zapis funkce 4 proménnych, ¢ara u proménné popisuje stav, kdy je
proménné rovna 1. (napf. pozice oznacené 0 - v8echny proménné jsou v 0, pozice
oznafené 5 - proménné a a ¢ jsou v 1)



dc

prilkad pro funkci f = ab—c—d + abc—d + abcd + ab—cd + —a—bc—d:
- b

A\
il
1]
dc 9\1/1

z mapy je vidét, ze nam k popisu funkce stac¢i jednodussi vyraz (ziskany vytvorenim
smycek)
f = ab + —a—bc—d

w

oloo
OOmOO

ollellolle)
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25.3 Kombinacni obvody vypocetni techniky

Multiplexor

je obvod, ktery méa n vstuptd, adresni vstupy a jeden vystup. Adresa urcuje, ktery ze
vstupil se preposle na vystup.

e (Enable)

JIL




Demultiplexor

je opak multiplexoru, obvod mé jeden vstup, adresni vstupy a n vystupi. Adresa urcuje,
na ktery vystup se pieposle vstup.

Dekodér
je totéz jako demultiplexor, pouze ma misto vstupu konstantu.
Komparator

je obvod, ktery zkoumd dvé binarni ¢isla privedené na jeho vstupy A a B na rovnost ¢i
nerovnost. Ma zpravidla 3 vystupy, tém je pfifazena funkcionalita A == B, A > B, A
< B.

Polovicni jednobitova binarni scitacka

je obvod, ktery zvladne secist dvé jednobitové ¢isla. Na jeho vystupu je soucet éisel a
preteceni do vyssiho fadu (binarné 1 + 0 = 1, ale 1 + 1 = 10, vystup 0, pfeteceni 1).

Uplna jednobitova binarni scitacka

se od poloviéni 1i§i tim, Ze mé jako dalsi vstup také preteCeni z niz$itho fadu, je tedy
mozné s¢itacky fetézit a pocitat s n-bitovymi ¢sly (a ne pouze s jednobitovymi).

Obvody zrychleného prenosu

JelikoZ pfenosy u zfetézeného séitani “probublavaji” postupné do vyssich radi, s¢itani je
omezeno prodlevou jednotlivych hradel. To mé negativni vliv na rychlost s¢itani vétsich
¢isel, kdy celkova prodleva narista s bitovou velikosti ¢isel linearné. Proto se pouzivaji
séitacky s tzv. Carry Look-Ahead, kdy pfenosy mezi fady nejsou propojeny piimo, ale
obsluhuje je vnéjsi logika, ktera se zaroven snazi i predikovat stavy preteceni paralelnim
s¢itanim na nékolika fadech najednou.

25.4 Programovatelné logické obvody

Jedna se o obvody, které nemaji pfedem urcenou funkcionalitu, tu lze programovat. V
principu takovy obvod obsahuje veliké mnozstvi ruznych hradel a programovinim se pak
mysli vytvoreni spoji mezi jednotlivymi hradly. Tato spojeni pak definuji, jakou logickou
funkci bude dany obvod vykonavat. Mezi nejznaméjsi druhy patii (C)PLD ((Complex)
Programmable logic device) a dnes rozsifené obvody FPGA (tzv. hradlova pole).

Hlavnim rozdilem obvodi FPGA oproti PLD je jejich vyuzivani Look-Up tabulek, ¢ili
misto toho, aby byla logika realizovana ze zékladnich hradel, ukladaji obvody FPGA
pravdivostni tabulky.

Samotné nastaveni propoji mezi hradly mtze byt bud jednorazové, nebo ukladano do
paméti. Tato pamét miZe byt permanentni, neni to ale podminkou, Casto se nastaveni
hradlovych poli rekonfiguruji pfi spusténi systému.

Vyhody oproti klasické logice jsou zfejmé - zrychleni a snizeni nakladt na vyvoj aplikaci
a moznost zménit realizovany obvod (a to i za b&hu).



Konecny automat a jeho minimalizace. Syntéza asynchronnich
sekvencnich logickych obvodii jako kombinacnich obvodi se zpéetnou

vazbou.

Struktura zakladnich synchronnich klopnych obvodii. Syntéza

sekvencnich logickych obvodii pouzivanych v pocitacich.

26.1 Konecny automat a jeho minimalizace

26.1.1
Sestice

Q
=

Y

0 ..

qo ---
w ...

Inputs

Inputs

Konecny automat
(Q,2,Y,d,q0,w) kde:
... kone¢nd mnozina vsech stavi
... kone¢na mnozina vstupnich vsech symbolt
... kone¢na mnozina vystupnich v8ech symbola
prechodova funkce 0 : Q X ¥ — Q
pocatecni stav, qoe@ 0(qo,a) =p , aeX , peX
vystupni funkce:
Moore w: Q — Y
Mealy w: X xQ— Y

Moore Machine

Outputs

Output
Combinatorial
Logic

Next State
Combinatorial
Logic

Mealy Machine

Output Outputs
Combinatorial
Logic

Next State
Combinatorial
Logic

—

e Ke kazdému Mealyho automatu M existuje Moorav automat M’ podobny (= nejsme
schopni rozlisit jejich chovani z vnéjsiho pozorovani)

26.1.2

Minimalizace

Nic jsem nenasel, asi bych se znimil co to jsou DFA (akceptor) ,Fekl Ze jsou velmi ¢asto
pouzivané a minimalizoval pouze DFA, viz JAG



26.2 Zakladnich asynchroni obvody

latch = jednobitova pamét bez hodinového signélu (clok)

26.2.1 RS
S R| Q Q Function
(0] 0 1-? 1-7? Indeterminate
State
0] 1 1 0 Set
1 0] 0] 1 Reset
1 1 Qt at Storage State
S R| Q Q Function
(0] 0 Q' at Storage State
0 1 0 1 Reset
1 0 1 0 Set
1 1 0-7? 0-7 Indeterminate
State
26.2.2 RS s enabled
S _|E 8 R| Q Q | Function
Q0o x x Qt Qt || Storage State
1 0 0| ot Q% | Storage State
Q 1 0 1 @] 1 Reset
1 1 O 1 0 Set
1 1 11 0-? 0O-? | Indeterminate
State
26.2.3 D latch
D —
Q -
E D Q Function
E | 0O x| qQ* Storage State
Q 1 O (0] Transparent Mode
% 1 1 1 Transparent Mode




| o

Q E D Q Function

E 1 X Q+ Storage State
Q 0O O 0 Transparent Mode
0O 1 1 Transparent Mode

26.3 Synchronnich klopné obvody

flip-flop = klopny obvod fizeny hodinovym signalem(clok)

26.3.1 D flip-flop

Na obrazku je schéma, které reaguje na sestupnou hranu, jinak se chova jako D latch

D &
Q
o
CK
——
\ i [ Q
Master Section Slave Section

active high latch  active low latch

master stage slave stage
— -\'|_ R Q_P — ] -H",_ ] oL Q
7 L/
D — 5 — 5 Q
3 — —F — 5% —
L < F I <

o -



26.3.1.1 J-K Flip Flop

Masrer/Slave J-K Flipflop

Master Stage Slave Stage

L k! P J_ 3
K ! R S R o g
P R-S R-5
Latch Lateh
[\
3 : 5 ¢ —'P — g Q e —

e

Q{t+l)

K

0 g(t) (no change)
1 0 {reset tao 0)

0 l [set to 1)

1 | Gty

o = I T

26.4 Sekvencnich logickych obvodi pouzivanych v
pocitacich

e Binarni a dekadické ¢itace, Grayovycitace
e posuvné registry

e radiCe preruseni

26.4.1 4-bit posuvny registr

Data — o QJ—D QJ—D GJ—D =]
o [ [ [ ]E

%




26.4.2 4-bitovy vzestupny citac

=
[
=

|=

A four-bit "up" counter

26.5 Dolpneni

Tady jsou latche a flip-flopy pouze z NAND1, ty se mozné lépe pamatuji

3

2

CLK

}
R

=

=l

YAY

=l

y

CLK

o oy 2z Q3
Ved vdd vdd
J Q J Q J Q
—)—%} ﬂ—%} —)—%}
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Pro JK niZe - stavy se méni pouze na sestupnou hranu (v pripadé clocku)
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Pevny a programovatelny radic. Mikroprogramovy automat. Klasicka
architektura pocitace, von Neumannova a harvardska architektura.
Struktura CPU, datové a adresni registry, citac instrukci, ukazatel
zasobniku, typy instrukci (AOB35SPS)

27.1 Radice
e fadi¢ anglicky control unit
e jasné odliSitelné Céast systému, kteréd ridi néjaky tkon
— naprt.: Tadice displaye, jednotka ridici teplotu vody , atd..

e v CPU se stara o Fizeni toku dat a o TFizeni prace vSech jednotek, zejména ALU, a
to v zévislosti na pravé vykonavané instrukci

27.1.1 Programovatelny radic

e varianta sekvenc¢niho obvodu ralizovana pres pamét

o flexibilni

27.1.2 Pevny radic = Radic klasicky, téz obvodové realizovany, tedy tzv.
obvodovy

e rychlejsi
e automat realizovany pres sekvencéni obvody

e ve velmi jednoduchych pfipadech levnéjsi

cena

klasicky

L progr.

moznosti

27.2 Mikroprogramovatelny automat

e radi¢, ktery nefunguje s fixni konfiguraci, ale pouziva tzv. mikrokod

e pouzit{ v CPU -> instrukce z instrukéni sady se preklada na sekvenci mikroin-
strukci, nahrazuje rozsdhlou logiku pevného tadice

e mikroinstrukce definuji, které hardwarové ¢ésti je potfeba propojit, aby byla vykonana
samotna instrukce



e oproti fixni konfiguraci ma vyhodu v moznosti opravy chyb procesoru pomoci ak-
tualizace tabulky prekladu instrukce -> mikroprogram

e mikroinstrukce se provadéji velmi rychle a lze je paralelizovat
e piiklad mikroprogramu jedné instrukce pfi¢itdni napf.:
— piived registr AX k ALU jako prvni operand
— piived docasny registr k ALU jako druhy operand
— nastav ALU do rezimu s¢itani
— nastav carry na 0
— uloz vysledek do regstru AX
— nastav priznaky
e Tato sekvence je Casti vykonavani jedné instrukce. V kontrastu, pevny fadi¢ by
operandy ALU dekodoval a logickym sou¢inem povoloval / zakazoval piimo z op-
erac¢niho znaku instrukce. Stejné tak by podle opera¢niho kodu 1idil rezim ¢innosti

ALU a umisténi vysledku. Pro vét$i pocet instrukei nartista velikost potiebné
logiky.



27.3 Architektura pocitace

. Instruction
von Neumann Instruction (—— Address,
CPU memaory Data and
Status
Busses
Memory
Instructions ( Harvard
== CPU
von Neumann
“hottleneck”
Data Data space
Address, Data gdd re ssci
Data and Memory ata an
Status Status
Busses Busses

Von Neumanova jednodussi, pomalejsi, moznost rodélit pamét data/instrukece dle potfeby
Harvardska pamét pro instrukce a data fyzicky oddélena

Sbeérnice propojujici paméti se sklada ze tii sbérnic: adresni, datové, Fidici



27.4 Struktura CPU

procesor

fidici jednotka

instrukéni
pamet < > —— — T
¢itac instrukci
N
datova ALU ~— datapath
pamét D d
registry _

ridici_jednotka (fadic) zajistuje soucinost jednotlivych ¢asti CPU

ALU aritmeticko-logickd jednotka (muze jich byt i vice) zajistuje v8echny aritmetické a
logické vypocty

PC program counter - ¢ita¢ instrukei - uchovava stav paméti, procesor méa vzdy po resetu
nastavenou urcitou hodnotu

registry
e datové - ukladani hodnot

e adresni - uchovéavaji adresy odkud maji byt dada nacitdna / kam ukladana

e procesor mize vykonavat aritmetické/logické operace pouze nad daty v reg-
istrech

27.4.1 ukazatel zasobniku - stack pointer - SP

e uchoviana adresu posledniho zaznamu uloZzeného na zésobniku
e obvykle “rast doli” pii push se SP zvétsi, pii pop se SP sniZuje
e zasobnik pracuje na principu LIFO (last in, first out)

e pouZivi se pro uchovani navratové adresy pii volani funkci, nebo zaroven pro uk-
ladani parametri pro volanou funkci

e sekundarn{ vyuziti je pro ukladdni proménnych programu, ke kterym nepfistupu-
jeme instrukcemi PUSH a POP, ale béznymi ukazateli



27.4.2 typy instrukci
CISC complex instruction set computer

e instrukce se skladé z nékolika kroktt —zpomalovani procesoru

e ruzné dlouhé , rizné trvajici instrukce
RISC reduced instruction set computing

e snizeni poc¢tu instrukei, snaha dosahnout 1takt=1instrukce

27.4.3 jeden cyklus cpu - asi neni nezbytné

nevime co znamena HP.
Tak jako tak, prvnim krokem je nacteni obsahu paméti na adrese PC, tak jestli tim
nemysleli adresu v hlavni paméti?? Tohle je detail.

1. Pocatecni nastaveni, zejména napi. PC.

2. Cteni instrukce
PC — adresa HP,
Cteni obsahu,
Preftena data — IR,
PC+l — PC, kde / je délka instrukce.
3. Dekodovani operacniho znaku (OZ),
4. provedeni operace (vietné vyhodnoceni
efektivnich adres, éteni operand(, apod.).
5. Dotaz na moZne preruseni. Ano-li, obsluha.

6. MNe-li, opakovani od bodu 2.



28 Struktury a hierarchie pameéeti.
Zpusoby adresace. Riizna Sire adres
generovanych CPU (logickych adres)
a fyzickych adres pameéti. Mapovani,
strankovani, segmentace. Preruseni a
vyjimky. Zdroje prerusent,
prerusovaci vektory. DMA prenosy.
(AOB35SPS)

(pozn. autora: V pfedmétu SPS toto neni. Cerpal jsem z predndsek OSS a APO.)

28.1 Struktury a hierarchie pameti

e Rychlé a malé paméti jsou umistény blizko CPU.

Vétsi a pomalejsi paméti jsou dale od CPU.

e Princip cachovini nej¢astéji pouzivanych dat v rychlych pamétech - zrychleni pris-
tupu k datam.

od nejrychlejsi a nejmensi po nejvétsi a nejpomalejsi:

on-chip L1 caches

off-chip L2 caches (SRAM)
— hlavni pamét (DRAM)

— vedlejsi pamét (pevny disk)

28.2 Zpasoby adresace

Mame 2 typy adres. Logickou a fyzickou adresu. Logickd adresa je adresa, se kterou
pracuje CPU. Tato adresa je prekladana na fyzickou adresu, coz je konkrétni adresa v
dané paméti. Vyhody - CPU vidi unifikované adresy - pro piistup do hlavni paméti i k
IO zafizenim. Data v hlavni paméti nejsou poskladana tak jak jdou za sebou, mohou byt



zpiehazena - optimalizace vyuziti prostoru paméti a fragmentace. Ptes logickou adresu
se nechd pristupovat k datim sekvenéné, tak jak jdou za sebou.

Velikost logického adresntho prostoru je dana architekturou procesoru - kolik adres je
procesor schopen generovat. Napf. 32 bitovy procesor generuje232adres. Velikost fyyick-
ého adresniho prostoru je déana nainstalovanym hardware pocitace - fyzicky dostupnou
paméti.

Strankovani Souvisly LAP (Logicky Adresni Prostor) neni zobrazovan jako jediné sou-
visla oblat FAP. FAP se déli na tseky zvané ramce, LAP se déli na tuseky dané stranky.

Struktura logické adresy Togickd adresa se zklada ze dvou ¢asti. Prvni ¢ast je index v
tabulce stranek - diky nému se v tabulce stranek vyhleda fyzickd adresa stranky. Druha
¢ast je offset - posunuti ve strénce.

Prevod logické adresy na fyzickou
o K logické adrese je v tabulce stranek nalezena fyzicka adresa dané stranky /ramce.

e K adrese ramce je pri¢ten offset a vysledek je pozadovana fyzicka adresa.

28.3 Razna sire logickych a fyzickych adres

CPU muze mit mengi datovou sbérnici, nez je Site fyzické adresy. Napt. fyzicka adresa
mé 20 bith, ale datova sbérnice CPU je jen 16 bitt. Zbyvajici 4 bity jsou offset segmentu
a jsou ulozeny ve 4 segmentovych registrech CPU. FA = (segment << 4)+offset.

Opacny ptipad - CPU generuje vice logickych adres (napf. 64 bitovy procesor generuje
264adres) nez je fyzickych adres (LA je vétsi nez FA). Tento problém se Fesf virtualizaci
paméti. Virtualizace zpo¢iva v tom, ze FAP se rozsifuje o tseky na vnéjsi paméti (napf.
na pevném disku).

28.4 Mapovani, strankovani, segmentace

Strankovani LAP jerozdélen do tisekt, které na sebe navazuji - stranky. Logicka adresa
odkazuje na adresu stranky, ktera odkazuje na adresu ramce FAP. Ramce v FAP na sebe
nemusi navazovat.

Segmentace LAP je rozdélena na segmenty. Segmenty jsou ¢asti programu - maji
logicky vyznam (hlavni program, procedura, funkce,...), jsou rizné dlouhé - nizka vnitini
fragmentace. Vyhody - lze urc¢it p¥istup do nepovolené ¢asti paméti (segmentation fault),
se segmenty v paméti lze libovolné hybat, 1ze nastavovat prava k pifstupu do segmentu.
Nevyhoda - externi fragmentace.



Strankovani a segmentace najednou Vyse uvedené metody lze kombinovat. Segmen-
tace vybiréd ¢asti LAP, strankovani zobrazuje LAP do FAP - LAP je délena na segmenty,
které jsou strankovany.

28.5 Preruseni a vyjimky

Preruseni

cilem je zlepSeni iéinnosti systému

je potieba provést jinou posloupnost pfikazt jako reakci na néjakou ,neobvyklou”
udalost

pirerusujici udalost zptisobi, Ze se pozastavi béh procesu v CPU takovym zptsobem,
aby ho bylo mozné pozdéji znovu obnovit, aniz by to pferuseny proces ,,poznal®

vyuzit{ nap¥. p¥i IO operacich
testovani, zda je volano preruSeni alesponn po dokonéeni kazdé instrukce
pieruseni byva ¢asto volano programem

Maskovatelnd, 1ze je zakazat v stavovem fidicim slovu CPU, ptipadné fizeni priorit
(periferie, ¢itace, ¢asovale)

Nemaskovatelné - oSetieni HW chyb, hlidaci obvod (Watch Dog)

Vyjimka

Vyjimka — oSetfen{ zvlaStnich situaci, které brani dalsimu vykonavani instrukci
(exception)
— Matematické preteceni (vysledek instrukce s kontrolou saturace pretekl)

— Nattena nedefinovana instrukce (neznamy opera¢ni kod instrukce typu IR,
nebo neznamd funkce instrukce typu R)

— Systémove volani (instrukce syscall)

Zdroje preruseni, prerusovaci vektory

Urceni zdroje vyjimky preruseni Softwarové vyhledani (polled exception handling)

Veskera preruseni a vyjimky spoustéji rutinu od stejné adresy — napf. standardni
MIPS, adresa 0x00000004

Rutina zjisti divod ze stavového registru (MIPS: cause registr)

Vektorova obsluha prerusent



Jiz hardware CPU zjisti p¥i¢inu/¢islo zdroje

V paméti se nachazi na pevné/fidicim registrem specifikované (VBR) adrese tabulka
vektort preruseni

Procesor pfevede ¢islo zdroje na index do tabulky
e 7 daného indexu nacte slovo a vlozi ho do PC @
Nevektorova obsluha vice pevné uréenych adres podle priorit/dtivodu
e Casto jsou p¥istupy kombinované, nap¥. vyjimky maji oddélené cilové adresy skokti,

vyuziva tabulku atd. ale veskera vnéjsi preruseni konéi pouze na jednom z vektori

28.6 DMA prenosy

Direct Memory Access - pfimy piistup do paméti. Vyuzivd se p¥i prenosu velkého
mnozstvi dat - data nemusi jit pfes procesor a nevytésnuji tak data z cache.

e Program/OS nastavi parametry pfenosu

e Procesor nastavi adresy do DMA fadice, ten na konci pfenosu vyvold preruseni
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1 Kinematika hmotného bodu

1.1 Vztazny systém

Pohyb je relativni, a proto je nutno zavést vztazny systém (vztaznou soustavu).
Se vztaznym systémem spojime pohyb télesa. Nejznaméjsi vztazny systém je
pravothly soufadny systém (kartézsky).

1.2 Polohovy vektor

Polohovy vektor ur¢uje polohu bodu. Jeho poc¢ate¢ni bod lezi v pocatku sou-
fadné soustavy a jeho koncovy bod splyva s polohou, kterou urcuje. Velikost
polohového vektoru je: |7 = r = /22 + y2 + 22

Jednotkovy polohovy vektor je definovan pomérem: 7) =

il
[7

, jeho velikost je

jedna a je bezrozmérny.

1.3 Trajektorie

Mnozina koncovych bodi polohového vektoru 7 = 7(t) je trajektorie. Je to
kiivka, po které se hmotny bod pohybuje.

1.3.1 Parametricka rovnice trajektorie

Casova zévislost polohového vektoru je vektorova rovnice popisujici kiivku v
prostoru. 7 = f(t) = [x(¢);y(t); 2(¢)]. Kazda soufadnice vektorové funkce pred-
stavuje jednu parametrickou rovnici trajektorie.

1.4 Rychlost

Okamzita rychlost je dana zménou polohy za jednotku ¢asu. Uréuje ji rovnice
o= 9= jednotka rychlosti je m.s~1.
Tato rovnice predstavuje tii slozkové rovnice:
_ dzx _dy _ dz
UQ—E,’Uy—E,UZ—E
Velikost rychlosti se zjistuje jako velikost vektoru, tedy (kde s je délka drahy):
2 2 2
Vi + v+ v = Vdaitdy?t+dz +jty +d=? _ ds

T dt



1.5 Zrychleni

Okamzité zrychleni je dano zménou vektoru rychlosti za jednotku casu. Urcuje

ho rovniced = 4¥ Jednotka zrychleni je m.s~2.

1.5.1 Tec¢né a normalové zrychleni

Zrychleni ¢asto rozkladame na te¢nou dia norméalovou d,slozku zrychleni. Plati,
7e d = ay + da,,. Tecné slozka zrychleni mé smér te¢ny a norméalova smér normaly
(kolmice) k trajektorii. Velikost t&chto slozek je a; = % aa, = %, kde v je veli-
kost rychlosti a R je polomér “kiivosti” trajektorietrajektorie, oboji v misté roz-

kladu vektoru zrychleni. Velikost zrychleni se zjistuje jako velikost vektoru nebo
z tecné a normalové slozky zrychleni, jako a = |a| = /a2 + a2 + a2 = \/af + a2

1.6 Klasifikace pohybi
1.6.1 Primocary

Vektor v mé stéle stejny smér, ktery splyva s pfimkou, po niz se hmotny bod
pohybuje.

Drahou pfimocarého pohybu je pfimka. Proto sta¢i popis v soufadné sou-
stavé s jedinou osou x. Pohyb tedy stac¢i popsat veli¢inami x = s, v, = v, a, = a
. Rychlost pfimoc¢arého pohybu odvodime z defini¢ni rovnice zrychleni (7), staci
ji napsat pro smeér x.

a= Z—’; = dv = adt =, ["dv= ftadtév—vo =0 ftadt

Pro pohyb rovnomérné zrychleny, spliujici podminku a — konst dale plati:
Rychlost pfimocarého pohybu rovnomérné zrychleného je tedy dana rovnici:

v =g ftadt—l—vo :agftdt+v0 = at + vy

Polohu pifimocarého pohybu na ose x vypocitame, jako:

v = ‘(ii—f = dz = vdt =4, fmdac =0 ftvdt:x—xo =0 ftvdt

Pro pohyb rovnomérné zrychleny, spliujici podminku a = konst déle plati:

t t 142

z =g [ (vo+at)dt+zo =190 [ dt+o [ tdt+zo= T+ Vot + zat®, tedy

s = = zo+ vot + Sat?

1.6.2 K*¥ivoéary

Vektor v r méni svij smér, ktery je vzdy tecny ke kiivce, po niz se hmotny bod
pohybuje. Specialnimi kfivo¢arymi pohyby jsou kruhovy pohyb a vrhy.

Ke kiivo¢arému pohybu uz musime obecné pouZit vektorovy popis. Bez od-
vozeni napi§me, Ze pro popis obecného kiivo¢arého pohybu v prostoru plati
analogické rovnice jako v predchozim odstavci s tim rozdilem, Ze k popisu pou-
zijeme vektory. Bude tedy platit nasledujici sestava rovnic:

Pro pohyb rovnomeérné zrychleny s konstantnim zrychlenim:

T = v+ at

=7+ vpt + Sat?



2 Dynymika hmotného bodu

Dynamika je ¢ast mechaniky, kterd se zabyvd pri¢inami pohybu a pfi¢inami
zmén pohybu.

2.1 Zakladni veli¢iny dynamiky

Zé&kladni veli¢iny dynamiky jsou hmotnost, hybnost a sila.

2.1.1 Hmotnost

Hmotnost je skalarni veli¢ina, kterd vyjadiuje miru setrva¢nych a gravitac¢nich
vlastnosti télesa. Je to jedna ze 7 zakladnich veli¢in fyziky. Z&kladni jednotkou
hmotnosti je kg.

2.1.2 Hybnost

Hybnost p'je vektorova veli¢ina, ktera vyjadiuje miru setrva¢nych ac¢inkt a miru
gravitaCnich ucinki télesa dané hmotnosti m Hybnost zavisi na hmotnosti m
a rychlosti ¥ télesa, smér hybnosti je stejny jako smér rychlosti. Hybnost se

vypodita jakop = m@. Jednotka hybnosti je kg.m.s ™.

2.1.3 Sila

Sila je vektorova fyzikdlni veli¢ina, kterd vyjadfuje miru vzajemného plsobeni
téles. Sila mé za néasledek bud'to zménu pohybového stavu téles nebo jejich de-
formaci. Pokud chceme silu definovat obecné i pro relativistickou fyziku, musime
silu definovat jako ¢asovou derivaci hybnosti télesa p, tedy F= Z—f . 'V Kklasické
mechanice (v pfipadech, kdy lze zanedbat zménu hmotnosti pfi pohybu) piejde
rovnice F = % na tvar F = g = d(zﬁ) = mada. Tyto vztahy piedstavuji druhy
Newtoniv zakon, jednotka sily je Newton N—kg.m.s~2.

2.2 Newtonovy zakony

Existuji t¥i Newtonovy pohybové zakony, které umoznuji urcit pohyb télesa v
inercidlni vztazné soustavé, jsou-li znamé sily, které pusobi na dané téleso.
2.2.1 prvni Newtoniv zakon

Jestlize na téleso neptisobi zadné vnéjsi sily nebo vyslednice sil je nulova, pak
téleso setrvava v klidu nebo v rovnomérném piimocarém pohybu.

2.2.2 druhy Newtoniv zakon

Jestlize na téleso pisobi sila, pak se téleso pohybuje se zrychlenim, které je
piimo tmeérné pusobici sile a nepiimo tmérné hmotnosti télesa.
Coz je dano vzorcem (kde F je vektor sily m hmotnost a a vektor zrychleni):



F=ma
Obecnéji se tento vztah da zapsat, jako (kde p je vektor hybnosti, je ¢as a v

je vektor rychlosti):
o di _ d(mD)

t
Tento zakon lze dale pouZit k sestaveni pohybové rovnice (kde r jevektorova
funkce, ktera urcuje polohu hmotného bodu v zavislosti na ¢ase):

7, AT
F=m%3

2.2.3 treti Newtonuv zakon

Proti kazdé akci vzdy piisobi stejné reakce; jinak: vzajemnd piusobeni dvou téles
jsou vzdy stejné velkd a mifi na opacné strany.

To se da zapsat, jako: (Fje sila akce a Fyje sila reakce)

F=-F

3 Pohybové rovnice pro inercialni a neinercialni
vztazné soustavy

3.1 Imnercialni vztazna soustava

Za inercialni vztaznou soustavu budeme povazovat takovou, kterd se vzhledem
ke stalici (Slunci) bud nepohybuje (v = 0 ), nebo se vSechny jeji pevné body po-
hybuji rovnomérné piimocaie (v = konst. r ). Pfi takovém pohybu zadny pevny
bod v této soustavé nebude zakfivovat svoji trajektorii. Plati, ze kazda dalsi
vztazné soustava, je-li vzhledem k inercidlni soustavé v klidu nebo pohybu rovno-
mérném piimocarém, je rovnéz inercidlni. Jako piiklad mizeme uvést napiiklad
stény vagonu, ktery se pohybuje po pfimé trati stalou rychlosti. V inercialnich
vztaznych soustavach plati 1. Newtonav pohybovy zakon - zdkon setrva¢nosti.

3.2 Neinercialni vztazna soustava

Vsechny ostatni vztazné soustavy jsou neinercidlni. V neinercidlnich vztaznych
soustavach neplati 1. Newtoniiv pohybovy zdkon ani 3. Newtontv pohybovy zéa-
kon, tzn. Ze téleso, ackoliv na né nepusobi zadné sila nebo vyslednice sil je nulova,
méni sviij pohybovy stav (rychlost), tzn. pohybuje se s nenulovym zrychlenim.

3.3 Posouvajici se neinercialni soustava

Je to soustava, ktera se vzhledem k inercidlni pohybuje pfimocafe nerovnomérné.

Zrychleni soustavy a v8ech bodu na osach je stejné a nenulové. Za reprezentujici

bod budeme povazovat pocatek takové neinercidlni vztazné soustavy.
Zry(ihleni definujeme:

dR
Qu = g1

Pak plati, Ze v takto definované neinercialni soustavé vznika setrva¢na zdan-
liva sila:



F, = —ma,

kde m je hmotnost télesa sledovaného v neinercialni soustavé. Pokud chceme
fesit pohybovou tlohu v neinercidlni soustavé, musime ke vem skuteénym silam
pripocitat sily zdanlivé.

3.4 Rotujici neinercialni soustava

Je to soustava, kterd vzhledem k inercialni rotuje. Je vyhodné zvolit si osu rotace
za osu z obou soustav, inercidlni i neinercidlni, jak ukazuje obr. 1. V neinercialni
soustavé takového typu pak vzniknou t#i zdanlivé sily.

3.4.1 Sila Eulerova

Eulerova sila je zdanlivé sila ptisobici v rotujici neinercialni soustavé, ktera rotuje
s proménnou thlovou rychlosti, e # 0. Jeji vektorovy vypocet je:
Fp=-méxF
kde 7 je polohovy vektor télesa o hmotnosti m, nachazejiciho se v rotujici
neinercialni soustavé, kterd rotuje s thlovym zrychlenim ¢

3.4.2 Sila Coriolisova

Coriolisova sila je zdéanliva sila pusobici na télesa pohybujici se v rotujici ne-
inercidlni vztazné soustavé tak, ze se méni jejich vzdalenost od osy otaceni.
Coriolisova sila ma smér kolmy ke spojnici téleso - osa otaceni a zpusobuje
staceni trajektorie télesa proti sméru otaceni soustavy.

Jeji vektorovz vypocet je dan rovnici:

FC = —2mw x v/

kde m je hmotnost télesa, ¥ je rychlost télesa v neinercidlni vztazné soustave,
@ je vektor uhlové rychlosti otéceni neinercidlni soustavy.

Velikost Coriolisovy sily spocteme jako:

F, = —2muwv’sina

aje uhel sevieny mezi vektorem thlové rychlosti a vektorem rychlosti.

3.4.3 Sila odstfediva

Odstiediva sila je jedna ze zdanlivych sil, které pisobi na téleso v otacejici se
neinercidlni vztazné soustavé. V inercidlnich vztaznych soustavich odstiedivé
sily nepiisobi. Disledkem odstiedivé sily je odstiedivé zrychleni. Odstiedivé sila
je dana rovnici:

Fo=-mdx&xF

Kde m je hmotnost télesa, & je vektor tthlové rychlosti otacejici se neinercialni
soustavy a 7 je polohovy vektor télesa, jehoZ pocatek lezi na ose rotace.

Velikost odstiedivé sily je:

F, = mw?r



4 Prace a Energie

4.1 Energie

Je schopnost vykonat praci. Abychom mohli vykonat praci, musime mit ener-
gii. Celkovad mechanicka energie objektu je soucet jeho kinetické a potencidlni
energie. Jednotkou energie v soustavé SI je joule (J) = kgm? s=2 (1 Joule je
definovan jako prace, kterou kon4 sila 1 N piisobici po draze 1 m.)

4.1.1 Kineticka energie

Kineticka energie je energie pohybova. Vyjadiuje skutecnost, zZe pohybujici se
téleso je schopné konat praci jako disledek svého pohybu, napf. nirazem na
okolni objekt. Kineticka energie hmotného bodu, téles zanedbatelnych rozméri
nebo téles pohybujicich se bez rotace (takovy pohyb se nazyva translaéni nebo
posuvny) je definovana vztahem:

Ep = imo?

4.1.2 Potencialni energie

Potenciédlni energie mé svoji podstatu v poloze nebo konfiguraci. Ne kazdy ob-
jekt je vSak schopen vykonat praci v disledku své polohy. V gravita¢nim poli
Zemé se potenciondlni energie spocitd, jako:

E, = mgh

4.1.3 Zakon zachovani mechanické energie

Jestlize téleso nebo hmotny systém nepodléhaji u¢inkam okoli, pak soucet kine-
tické a potencidlni energie ¢astic, z nichz se skladé, zistava staly. To znamena,
Ze v soustavé se muze ménit jeden druh energie v druhy.

E =E, + E} = konst.

4.2 Prace

Pusobent sily na fyzikalni téleso nebo na silové pole, pii kterém dochézi k posou-
vani nebo deformaci tohoto télesa resp. ke zméné rozlozeni potencialni energie
v silovém poli.

4.2.1 Posuvny pohyb

Prace je definovana nésledujicim vztahem:

W=F.-§=F-s-cosa

Kde «a je thel mezi silou a trajektorii pohybu.

Pokud je draha zakfivena nebo je sila proménnd, pouZijeme pro vypocet
integral tzv. elementarnich praci:

AW = F -d3, tedy W = [*F -d5 =y [*(F - cosa)d§



4.2.2 Otacdivy pohyb

Mechanické prace zavisi na momentu sily, ktery na téleso pusobi, na thlu, o
ktery se téleso otodi, a na thlu, ktery svird vektor momentu sily a osa otaceni
télesa.

Otoci-li se téleso kolem neménné osy otaceni ptusobenim konstantniho mo-
mentu sily M rovnobéZného s osou otaceni télesa o thel «, pak lze velikost préce
zapsat ve tvaru:

W=M-a«

Pokud je moment sily proménny, pouzijeme pro vypocet integral tzv. ele-
mentarnich praci:

AW = M - d&, tedy W =o [* M - d&

4.2.3 Moment sily

Moment sily je vektorova fyzikalni veli¢ina, kterd vyjadiuje miru otacivého
ucinku sily. Otac¢ivy ucinek sily se vztahuje vzhledem k danému bodu nebo
primce. Bod, ke kterému se moment sily urcuje, se nazyva momentovym bo-
dem. Kolmé vzdalenost p sily od jeji osy k bodu je tzv. rameno sily.

Moment sily je definovan jako soucin sily a kolmé vzdalenosti osy sily od
daného bodu. Velikost momentu sily tedy zavisi na velikosti sily a na vzdalenosti
od osy otaceni (¢im dale, tim vétsi moment sily).

4.2.4 Konzervativni silové pole

Konzervativni silové pole je silové pole, které muze konat praci, ale v izolovaném
systému na uzaviené kiivce je celkova vykonana prace nulovi. Konzervativni
sily lze vyjadiit jako zaporny gradient potencidlni energie: F = -V V| proto se
téZ nazyvaji potencidlové. Mezi konzervativni sily patii napf. gravitaéni sila a
elektrostaticka sila.

4.2.5 Moment hybnosti

Moment hybnosti je vektorova fyzikalni veli¢ina, kterd popisuje rota¢ni pohyb
télesa. Moment hybnosti ma pf#i rota¢nim pohybu stejny vyznam jako hybnost
pfi pohybu piimocarém. Pojem momentu hybnosti je analogicky pojmu hyb-
nosti: tak jako je hybnost sou¢inem hmotnosti a rychlosti v pfipadé translac-
niho pohybu, tak je moment hybnosti souc¢inem momentu setrva¢nosti a tthlové
rychlosti v piipadé rota¢niho pohybu.

Moment hybnosti L je uréen vektorovym soucinem jako

L =r*p;

kde r je polohovy vektor a p je hybnost.

Jednotka SI: kilogram krat metr na druhou za sekundu, znacka jednotky:
kg.m2.s-1



4.2.6 1. impulsova véta

Casova zména celkového momentu hybnosti je rovna vyslednici v8ech vnéjsich
sil, které na soustavu piisobi.

p=2F,
k=1

To také znamend, Ze vnitini sily nemohou zménit pohybovy stav soustavy
jako celku. Je-li vyslednice v8ech vnéjsich sil nulova, neméni se vyslednd hybnost
soustavy. V tomto pfipadé se vysledna hybnost zachovava.

4.2.7 1II. impulsova véta

Casova zména vysledného momentu hybnosti je rovna celkovému momentu vnéj-
Sich sil.

Al . -
—-=) i<k,
dt
k=1
Je-li vysledny moment vnéjsich sil nulovy, zachovava se celkovy moment
hybnosti soustavy.

5 Otacivy pohyb tuhého télesa

Rotace je takovy pohyb tuhého télesa, pii kterém se vSechny body télesa otaceji
kolem jedné spole¢né osy otaceni se stejnou uhlovou rychlosti. Trajektoriemi
jednotlivych bodu t&lesa jsou soustiedné kruznice. Uhlové rychlosti a thlova
zrychleni jednotlivych bodu télesa jsou pii otacivém pohybu stejné.

5.1 Osa otaceni

Osa otaceni je primka, kolem které se téleso pii otécivém pohybu otéci. Body
télesa, které na ose lezi, zistavaji na svych mistech, jejich rychlost je nulova.

5.2 Moment setrvacénosti

Moment setrvacnosti je fyzikalni veli¢ina, kterd vyjadiuje miru setrvacnosti té-
lesa pii otacivém pohybu. Jeji velikost zavisi na rozloZeni hmoty v télese vzhle-
dem k ose otaceni. Body (Gasti) télesa s vét§i hmotnosti a umisténé dal od osy
maji vét§i moment setrvacnosti.

Moment setrvacnosti je definovin vztahem:

J =, [pridV

Jeho jednotka je kg.m?



Je-li tuhé téles homogeni, tedy je-li jeho hustota p = konst., pak lze moment

definovat nasledovné:
J=p,[r?dV

5.2.1 Steinerova v&ta (Steinertiv doplnék)

Pro moment setrvacnosti tuhého télesa vzhledem k ose otaceni jdouci mimo
t87zisté télesa plati Steinerova véta:
J = Jr + md?

Kde J7 je moment setrvac¢nosti vzhledem k ose jdouci tézistém télesa, m je

5.3 Kineticka energie pf¥i ota¢ivém pohybu télesa

Kineticka energie Ej tuhého télesa pfi ota¢ivém pohybu je rovna Ej, = %Jw2

5.4 Pohybova rovnice pii ota¢eni tuhého télesa

Pfi otaceni tuhého télesa lze odvodit jeho pohybovou rovnici ve tvaru:
M=J-¢

6 Gravitacni pole a priklady jeho ptisobeni

6.1 Newtoniuv Gravitacéni zidkon

Newtoniiv gravitaéni zakon je zakon, ktery je pouzitelny pouze pro slaba gravi-
ta¢ni pole. Je formulovan tak, ze kazda dveé télesa o hmotnostech mja mona sebe
pusobi silou pfimo tmérnou hmotnostem obou téles a silou nepfimo imérnou
¢tverci jejich vzdalenosti, tedy:

Fy=G™2

Kde G je gravita¢éni konstanta G=6,67-10""m3kg=1s—2

6.2 Intenzita Gravita¢niho pole

V okoli kazdého télesa existuje gravita¢ni pole, které pusobi na jina télesa. Pro
porovnani silového plisobeni v riznych mistech gravita¢niho pole je zavedena
intenzita grav. pole, ktera je definovina nésledujicim vztahem:

K= Fa

Jeji jeﬁnotkou je N.kg~! (kde \mathbf{F} g je gravitacni sila a m je hmot-
nost hmotného bodu, na néjz téleso s intenzitou gravita¢niho pole \mathbf{K}
ptisobi.)

Velikost intenzity gravitacniho pole K v daném misté pole urc¢ime ze vztahu
pro velikost gravita¢ni sily vyjadienou v gravita¢nim zdkonu.

K=G%



6.3 Potencial Gravita¢niho pole

Gravitacéni potencial hmotného bodu je v newtonovské fyzice vyjadien vzorcem:

V=-G¥

7 Mechanické kmitavé soustavy

Téleso pripevnéné k pruziné, kterd je upevnénd k bocni pevné sténé, téleso se
pohybuje ve vodorovném sméru bez tfeni, zvoleny smér pohybu napft. ve sméru
soufadnicové osy x. Pokud je téleso vychyleno z rovnovazné polohy, pak na néj
pusobi sila F.

F=-kx
Kde k je tuhost pruziny.
Na zékladé druhého Newtonova zakona je mozné sestavit pohybovou rovnici:

ma = -k x

d? k

@ T mr=0

Je mo7né zavédst wi = %, nasledné muzeme piepsat rovnici do tvaru:

2
92 +wir=0

8 Linearni harmonicky oscilator

Ptes diferencialni rovnice se dojde ke vzorecku:

u(t) = ugsin(wot + )

ugje amplituda harmonickych kmita, wgje thlova rychlost je fazova kon-
stanta.

Rychlost a zrychleni kmitajictho hmotného bodu (télesa) uréime na zakladé
nésledujicich vztaha:

v(t) = dl;(tt) = ugwocos(wot + 1)

a(t) = d‘(’igf) = % = —upwisin(wot + 1)

8.1 Tlumené kmitani

Reseni je pres diferencialni rovnice

8.1.1 Chovani systému pfi tlumenych kmitech

V zavilosti na velikosti tlumeni (lze rozlisit 3 situace:

Pro(<1 systém bude oscilovat okolo rovnovazné polohy, ale amplituda bude
s Casem klesat. Pro ihlovou frekvenci kmita plati vztah:

w=wpy/1— (2

Pro (=1 nastane kritické tlumeni, pribéh oscilaci je popsan rovnici:

2(t) = L((2(0) + Lot 4 (a(0) — Z2)ewot)

Pro (>1 Komplikovany pribéh, jde o velmi velké tlumeni a oscilace proto
nelze pozorovat
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Otézka ¢.30 - A4B02FYZ - Ondfej Smrz

DYNAMICKY SYSTEM

e je systém, ktery se v ¢ase méni v zavislosti na mnoziné pravidel, ktera urcuje jak
se jeden stav systému zméni do druhého stavu.

e sklada se ze dvou ¢asti

— stavového vektoru, ktery popisuje stav ve kterém se pravé systém nachéazi

— funkce, kterd ndm urcuje jak se systém dostane z jednoho stavu do druhého

KLASIFIKACE DYNAMICKEHO SYSTEMU

e Linearni - funkce popisujici linearni systém musi splhovat aditivitu a homogenitu

fl@+y)=f(x)+ f(y) a flaz)=af(z)
e Nelinearn{ - funkce nespliiuji predchozi pravidla

e Autonomni - systém béZnych diferencialnich rovnic, které nezéavisi na nezavislé
proménné. Pokud je tato proménna cas, systém se nazyva time-tnvariant system

-Tr!(t] = .I’(f i (Ij)
y(t) = txy(t)
yi(t) = taa(t) = tz(t + 9)

y(t) = tza(t)
va(t) = y(t +6) = (¢ + 8)a(t + 9)
y1(t)Fy2(t) tzn. systém je neautonomni nebo neni time-invariantni

e Neautonomni

e Diskrétni - popsan rovnici nebo mnozinou rovnic. Pokud popsan pouze jednou
rovnici mluvime o jednodimenzionalni mapé. Typicky je systém popsan nasledovné,
kde k je cas

x(0) = x;
x(k +1) = f(x(k))
x(k) = [ (x,)



x(0) = x,
x'= f(x)

e Continuous system - popsan jednou nebo vice diferencialnima rovnicema

x(tk+D=ax(k)+b
X(=ax(t)+b

e jednodimenzionalni - popsén jednou funkeci
f(k+1)=A¥(H)+B
()= AT¥(H)+B

e vicedimenzionélni - popsan vektorem funkci

Poimy: diagonélni matice,poc¢itani vlastnich ¢isel, vektort, jakobian(matice parci-
alnich derivaci funkei), stopa matice(soucet prvki na hlavni diagonale),...

FAZOVY PORTRET
phase space(fazovy prostor) - je prostor ve kterém jsou reprezentovany vSechny mozné
stavy systému, kde kazdy stav odpovida unikatnimu bodu fazového prostoru
- fazovy prostor dvou dimenzionalniho systému se nazyva phase plane(fazova
rovina)
- v mechanickych systémech se vétsinou fazovy prostor sklada z proménnych
vyjadiujici rychlost a polohu
fazovy portrét - graf jedné fazové kiivky(nebo vice) odpovidajici rozdilnym po¢ateénim
podminkam dané fazové roviny

i 2 - 1 " I -
P I;; §$§£ %ﬁ
x=-A x=0 x=A

pocateéni vychyleni x = 1 metr a rychlost 0



A simple harmonic oscillator
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underdamped oscilator vypada jako spiradla a jednoduchy harmonicky oscilator jako
soustiedné kruhy ;)

STABILITA A STACIONARNI BODY

e stacionarn{ bod - specialni bod dynamického systému, ktery se neméni v zéavislosti
na Case (pro hledani polozime prvni derivaci rovnou nule)

e atraktor - je mnozina(bod, kiivka,..) ke které se systém v ase vyviji

e stabilni stacionarni bod - pro kazdé pocate¢ni hodnoty systém konverguje k tomuto
bodu



e Castec¢né stabilni stacionarn{ bod - pro poc¢ateéni hodnoty dostatecéné blizko ztistava
systém v okoli ¢ast.stab.bodu ale nekonverguje k nému

e nestabilni bod - pro po¢atecni hodnoty dostate¢né blizko se systém od nestabilniho
bodu vzdaluje

stabilni bod, ¢aste¢né stabilni a nestabilni bod

TOPOLOGICKA KLASIFIKACE

e basin of attraction - oblast v fazovém prostoru vSech pocatecnich podminek, které
tthnou k ¢asteénym fesenim jako mezni cyklus, stabilni bod a jiné atraktory

e trajektorie - je feSeni rovnic pohybu. Kfivka ve fizovém prostoru parametrizovana
Casem

e flow - vyraz pro trajektorii nebo vice trajektorii v dynamickém systému. Napf.
pohyb proménnych v ¢ase

e nullclines - primky kde derivace podle ¢asu jedné komponenty je rovna 0

e separatrix - hranice ktera odd€luje dvé rizna chovani dynamického systému. V 2D
napiiklad kfivka oddélujici dvé basin of attraction
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basins of attraction

157 flow
=== pull cline

®  stable bxed point

O unstable fixed point

hasin of attraction

——3 fIrajectory
— stahle manifold
——» unstable manifold

KLASIFIKACE - JEDNODIMENZIONALNI LINEARANI SYSTEM



Time Derivative at x~ |Fixed point is

f(x™)<0 Stable

Continous f(x7)>0 Unstable

f(x™)=0 Cannot decide

o )=1 Stable
Discrete f(x)|>1 Unstable
f(x7)|=1 Cannot decide
Bacteria equation é —bx —px*; f(x)=bx—px’
r
Derivative Fix)=b-2px

13t fixed point - unstable = f’(ffl) —b=0

2" fixed point - stable x :E; FLE = E:J—ZpE =-b<0
&4 i p

2

KLASIFIKACE - DVOUDIMENZIONALNI LINEARANI SYSTEM



= Hln.5)=aq+b
Set of equations for 2D system % = fi(0.0) =aq +bx
p Al B W o e A

9 S
o Oy | _

a b
i - J=A= =
Jacobian matrix for 2D system 3 o [ B J

-

dx, o,

OF %
det(A—JE)=0 = dﬂt[a : “}=u
£ d-A

(@—A)d-A)-bc=0 = A —(a+d)i+ad—bc=0

Calculation of eigenvalues

Formulation using trace and Tr(A)=a+d, Det(A)=ad-bc
determinant 2 _Tr(A)A+ Det(A)=0
. Tr(A)£4/Tr(A)* —4Der(A)
' S =

Y

STRUCNA KLASIFIKACE DVOUDIMENZIONALNICH SYSTEMU PODLE
VLASTNICH CISEL

napf. atracting node méa obé& vlastni ¢isla realné zéporna
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pro zvidavé(==3prty) dalsi specialni pfipady lze najit ve slidech(2.) na strance 19-21.
Klasifikace vicedimenzionalnich systémi je posledni slide.

STABILITA NELINEARNIHO SYSTEMU

metoda linearizace = pruni Lyapunova metoda - hlavni myslenka je rozepsat pravou
stranu funkce v rovnici pohybu do Taylerova polynomu a zanedbat tak vyssi ¢leny

pokud metoda linearizace nedokize rozhoudnout musime pouzit druhou Lyapunovu

metodu =
Lyapunovy funkce - pfiklad harmonického oscilatoru. Pokud se na harmonicky tlumeny

oscildtor podivame z pohledu energie. Je jasné, Ze v urcitou chvili se musi ustali v ekvi-
libriu (bod 0,0). Princip druhé Lyapunovy metody je najit takovou funkci V(2), ktera
predstavuje energii a splné nésledujici podminky:

1. funkce je souvisle diferencovatelné v okoli stacionédrniho bodu

2. pozitivné definitni V - V(') > 0 pro viechna 7 # 7 a V(?) =0
dv(T) dVQ?)

3. negativné definitni dV/dt - === < 0 ve vech stavech T =0

pokud lze najit takovou funkci pak je stacionarni bod Z stabilni



VYSETROVANI STABILITY NELINEARNIHO SYSTEMU
e Lyapunova stabilita - stabilni bod Zje stabilni ekvilibrium pokud pro kazdé okoli

U bodu Z existuje takové okoli V podmnozina U, Ze kazdé feSeni x(t) zainajici ve
V ziistane v U po celou dobu.

i U

¢

e Asymptoticky stabilni- stabilni bod Z je asypmtoticky stavilni pokud je Lyapunové
stabilni a dalsi V mtze byt vybrano tak, ze |z(t) — | — 0 pro ¢ — oo pro vSechna
z(0) eV

e Exponencionélni stabilita - pokud existuje okoli V bodu za a>0 zZe

x(t)-X|<e™ as t—w forall x(0)eV



BIFURCATION (=7ROZDELENI?)
Rozlisujeme dvé zakladni:

e global bifurcation - occurs when larger invariant sets of the system ’collide’ with
each other, or with equilibria of the system. They cannot be detected purely by a
stability analysis of the equilibria (fixed points). The global bifurcation includes,
for example, collision of a limit cycle with a saddle point, collision of a limit cycle
with a node etc

e local bifurcation - is a sudden change in the number or nature of the fixed and
periodic points caused by a parameter change in the system. Fixed points may
appear or disappear, change their stability, or even break apart into periodic points.
Such bifurcation can be analysed entirely through changes in the local stability
properties of equilibria, periodic orbits or other invariant sets.

Existuje 5 typu bifurcations - sadle node bif., periodic b., pitchfork b., transcritical b.,
hopf b.

pro zajemce vice slidy 3 strana 24 a dal(popfipadé mizu doplnit, all pfijde mi to
zbytecné..)
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#31 APO-1

Petr Svec

Architektura pocitace

Klasickty von Neumanovsky pocitac:

e Procesor

— Radic
— ALU (Arithetic-Logical Unit)

e Pamet

e I/O System

Radic se dal sestava z casti datove a vlastni ridici casti. Datovou lze navic rozdelit na registry a
dalsi obvody.
Dulezite registry:

e Program Counter (PC)

e Instruction Register (IR)

e Stack Pointer (SP)

Zakladni cyklus pocitace (predchazi mu inicializace registru apod.):

1.

4.
d.

Cteni instrukce

o PC — adresa Hlavni Pameti (HP)

Cteni obsahu

e Prectena data se ulozi do IR

e Inkrementace PC o delku intrukce

precteni opcode(kod instrukee - typicky nekolik prvnich bitu v zavilsti na velikosti instrukeni
sady)

provedeni instrukce - zahrnuje i dalsi veci jako je cteni operandu
Pokud doslo k preruseni, tak se zpracuje.

skok na bod 1.

Preruseni jsou dva druhy a u obou dochazi k preruseni sekvence vykonavaneho kodu a prechazi se
na obsluhu.

e Vnejsi preruseni - asynchroni obsluha vnejsi udalosti, napr. reakce OS na event ze vstupni

periferie.

e Vnitrni preruseni(Vyjimka) - primo od CPU, ktere takto reaguje na problem pri zpraco-

vani instrukce napr. deleni nulou

e Synchronni soft. preruseni - zamerne preruseni vznikle vlozenim patricne instrukce na

misto v kodu.

Kazda instrukce se sklada z opcode a operandu. Operandy muzou byt registry(resp. jejich ”in-
dexy”), adresa (napr. pro skoky)



RISC/CISC

e RISC(Reduced Instruction Set Computer) je architektura CPU, ve ktere je velice omezena
intrukeni sada (IS) napr. jen na scitani, bitove posuny, nejake cteni/ukladani atd. Zbytek
se realizuje softwarove. Vsechny instrukce maji pevny format a delku a take stejnou dobu
vykonani. Velikost IS taky implikuje potrebu mnohem mensiho poctu tranzistoru, coz je
mimo jine duvod proc treba ARMy moc nezerou. Zastupci: ARM, MIPS, PowerPC

e CISC(Complex Instruction Set Computer) je architektura (prozatim) vetsiny uzivatelskych
CPU. Instrukeni sada byva casto pomerne velka, instrukce nemusi byt stejne dlouhe a jejich
vykonani muze trvat ruzne dlouho. Zastupci: x86, amd64

Site procesoru a paralelni architektury

existuji 4 typy struktur procesoru:
1. SISD - Klasicky procesor tj. jednoduchy tok instrukci i dat
2. SIMD - Procesorove pole - jed. tok instrukci, vicenasobny tok dat. napr. GPU
3. MISD - Piplene
4. MIMD - Multiprocesorove pole

Propojovaci site

Zajistuji propojeni a komunikaci mezi procesory, deli se na staticke a dynamicke, pricemz ve stat-
ickych jsou spoje nemenne a v dynamickych naopak. U dynamickych jsou spojovaci spinace rizeny
bud lokalne, kdy ma kazda skupina svuj radic, nebo centralne, kdy existuje jen jeden.

Staticke prop. site jsou: linearni, stromova, kruhova, mrizova, hvezdicova, krychlova a polygo-
nalni(uplny graf)

- procesory mohou byt skalarni nebo vektorove

- skalarni procesory jsou bezne procesory

- vektorove p. provadi jednu operaci nad nekolika operandy — odstranuje se tim rezije spojena
indexovanim jednolivych prvku vektoru.

Paralelizovane SISD
— samotne SISD je vetsina pocitacu zalozena na von Neumanove architekture

— palarelizovane SISD jsou systemy postavene na architekture VLIW (= very long instruction
word), zalohovane systemy a systemy pouzivajici pipelining

Architektura VLIW

— velice dlouhe instrukce, ktere jsou rozdelene na nekolik casti/useku, ktere jsou zpracovavany
paralelne

— jednotlive exekucni jednotky(EJ) jsou propojeny
— operacni pamet je rozdelena podle usporadani EJ tj. kazdy blok pameti odpovida jedne EJ

Zalohovane systemy - systemy, ve kterych bezi paralelne nekolik SISD tj. vsechny provadi ste-
jny vypocet nad stejnou sadou dat ,pricemz vysledek ze vsech jednotlivych procesoru/pocitacu je
porovnavan v komparatoru. Cilem je zvyseni spolehlivosti a bezpecnosti.

Paralelni systemy SIMD
SIMD systemy jsou ty, ve kterych se zpracovavaji dobre rozdelitelna data. Idealnim prikladem



jsou matice, ktere jsou takovym gré tohoto oboru, jelikoz se s nimi numericky pocitaji diferencialni
rovnice, pouzivaji se k reprezentaci obrazu apod. Konkretni aplikace z toho plynouci: pocitani
aerodynamiky, meteorologie, temer cokoliv co se tyka zpracovani obrazu.

Princip prace spociva v soucasnem zpracovani nekolika prvku napr. nekolik prvku z pole, kdy
procesory z procesoroveho pole(PP) provadeji synchronne stejnou operaci(instrukei). Procesory
jsou rizene spolecnym radicem.

1. SIMD s lokalni pameti

— PP je rizeno univerzalnim pocitacem/procesorem, ktery zpracovava nadrizeny program
— rozhoduje o maticovych ulohach a zabezpecuje prenos dat na procesory v poli

— radic PP sam zpracovava skalarni a ridici instrukce, zatimco vektorove nechava zpraco-
vat PP

— kazdy procesor ma svou vlastni pamet operandu

— procesory si mezi sebou posilaji data pres propojovaci sit
2. SIMD se sdilenou pameti

— narozdil od SIMD s lok. pameti je v tomto pripade pamet od procesoru oddelena a
komunikace probiha pres propojovaci sit

— pridelovani pameti do procesoru zajistuje radic
— pocet pametovych modulu muze byt jiny nez pocet procesoru
Paralelni systemy MIMD

- kazdy procesor zpracovava instrukce a data sveho vlasntiho programu
- deli se na tesne vazane a volne vazane

1. tesne vazane

— kazdy procesor ma malou vyrovnavaci pamet pro data

— procesory maji sdilenou operacni pamet, ktera je oddelena od procesoru a pripojena
spolu s periferiemi na propojovaci sit, pres kterou komunikuji s CPU

— periferie maji malou autonomii

— propojovaci sit umoznuje lib. propojeni
2. volne vazane

— procesory maji vlastni (lokalni)pamet a vlastni periferie, pricemz lokalni pamet obsahuje
jak program, tak data
— propojovaci sit byva staticka
e Hierarchicka organizace sbernic - procesory nejnizsi urovne spolu s pametmi sesku-
peny do clusteru, ktere jsou pripojeny komunikacnimi moduly na sbernice vyssi
hierarchie
e Organizace do n-rozmerne krychle(nebo mrize) - kazdy proc. modul ma ma 8(4)
komunikacnich procesoru pro pripojeni. Casti krychle 1ze dynamicky pridelovat pro
ruzne ulohy. Je vyzadovan nadrizeny pocitac.

— rizeni je slozitejsi nez u volne vazanych, ale na druhou stranu jsou tyto systemy odolnejsi
vuci porucham a vypocty lze navic znekolikanasobit podle potreby. Jsou pouzivany tam,
kde je treba vysoka spolehlivost

NUMA (Non-Uniform Memory Access)

- pouziva se u MIMD systemu, kde ma zajistit kratsi cekani na zapis nebo cteni do pameti tim,
ze kazdemu procesoru je poskytnuta samostatna pamet

- pouziva tesnejsi vazbu vice CPU v uzlu, ktere jsou dale propojene do vetsich celku



Hierarchie pameti

- duvod hierarchizace - rychlejsi pamet je drazsi, hierarchizaci dostaneme system rychlosti se blizici
tomu, ktery by pouzival vyhradne tu nejrychlejsi z pameti z hierarchie.

- hlavni myslenka - bezici programy pouzivaji v dany okamzik ke svemu behu jen cast adresoveho
prostoru Kterou cast bude program pouzivat se rozhoduje podle nasledujicich dvou faktoru:

e Casova lokalita - co se pouzilo nedavno se brzo pouzije znova ( soft. cykly, promenne)

e Prostorova lokalita - polozky blizko aktualne pouzivanych budou brzo treba (sekvenci provadeni
kodu)

- pametova hierarchie se bezne sklada (smerem od te nejblize procesoru) z nekolika cache (L1,L2
a cim dal casteji i L3), operacni pameti a pevneho disku.
- data v pameti se hledaji smerem od CPU

Virtualizace pameti

- virtualni pamet (VP) je uroven abstrakce postavena nad vsemi zdroji dostupne pameti

- umoznuje procesu/programu dotazovat se pouze na logicke adresy (LA) a nezabyvat se jestli to
je napr. v RAM nebo na HDD. VP prostor tedy muze byt mnohem vetsi nez je velikost fyzicke
pameti.

- prevod mezi VA a fyzickou adresou casto zajistuje procesor (hardwarove)

- bezne implementovano pomoci strankovani, kde je strankovana jak operacni pamet, tak misto
na HDD

- jednotka LA prostoru je stranka u fyzickeho adr. prostoru (FAP) to je ramec -kazdemu procesu
je prideleno urcite mnozstvi stranek. ty si kazdy proces drzi ve sve Tabulce stranek

- nekolik prvnich bitu logicke adresy je indexem do tabulky stranek, na kterem lezi hledana fyzicka
adresa (FA). Zbytek tvori offset jak ve strance, tak v ramci (za predpokladu, ze jsou stejne velke).
Spolu s FA je na stejnem indexu take nekolik priznaku - validity bit (pritomnost stranky ve FAP),
dirty (obsah modifikovan), access rights

- v pripade, ze je ramec prazdny, tak se hledana stranka pomoci DMA nacte do onoho ramce.

- pokud je nedostatek pameti, tak se odebere nejaky (nejake) ramec (ramce) na zaklade nektereho
z algoritmu na vyber "obeti” (nejspise LRU - Last recently used). V pripade, ze byt aktivni dirty
bit, tak se puvodni data nejprve zapisi na disk. Nakonec se aktualizuje page table.

Prerusovaci a I/O podsystem

I/0 podsystem
Druhy periferii:

1. vystupni
2. vstupni
3. obousmerne - napr. HDD
Metody prenosu z/na periferie:
1. Programovy kanal - pooling(= cekani ve smycce), nejhloupejsi reseni

2. Programovy kanal s prerusenim. IO operace je zahajena na zadost programu pomoci OS.
Existuji dve varianty:
e synchronni - program ceka na dokonceni IO operace

e asynchronni - p. neceka na dokonceni IO a muze bezet soubezne s ni. Jakmile jsou
data dostupna perif. vyvola preruseni a dojde k jejich. precteni



3. Direct memory access (DMA)

4. Autonomni kanal

DMA

- prenos je realizovany specialni jednotkou bez prime ucasti OS. Ten jen nastavi parametry prenosu
= kolik bytu a do jakeho bufferu a na jake adrese. Nasledne radic periferie inicializuje DMA prenos,
ktery probiha dokud neni precten pozadovany pocet bytu definovany OS. Po ukonceni prenosu je
vygenerovano preruseni.

- vyhodou je, ze velke datove prenosy nevytesnuji data z cache

- DMA radic nemusi mit jen disky, ale napr. i sitove rozhrani

Autonomni kanal(Bus Master DMA) (Pozn. to co je ve slidech k BM DMA je temer totozny s
beznym DMA, presto to uvadim. na wiki jsem nasel ale neco navic. )

- inteligence presunuta do zarizeni

- periferie je doplnena o vlastni radic

- prubeh prenosu

1. nadrizeny procesor vlozi sekvenci datovych bloku do pameti
2. nakonfiguruje nebo primo naprogramuje radic periferie. ta provede sekveni prenosu

3. po uplnem nebo castecnem preruseni je informovan procesor

Dle wikipedie se Bus Master DMA od klasickeho lisi tim, ze periferie muze dostat kontrolu nad
pametovou sbernici a zapsat tak primo do pameti bez jakehokoliv zapojeni ze strany CPU.

Vyjimky a preruseni

o Vyjimky
— pro MIPS napr. mat. preteceni, nactena neznama instr., systemove volani

— nedostupnost dat nebo selhani zapisu
e Preruseni

— maskovatelna - lze zakazat ve stavovem slovu CPU

— nemaskovatelna - casto osetreni HW chyb, hlidaci obvod

Vyjimky jsou prijaty temer vzdy, preruseni jen pokud jsou nemaskovatelna nebo povolena.

Zpracovani vyjimky /preruseni:
1. stavove slovo(PSW) a PC se ulozi bud na zasobnik nebo do spec. registru

2. PC se nastavi na adresu obsluzne rutiny pripadajici dane vyjimce pripadne i cislu zdroje
preruseni, ktera je nasledne vykonana

3. V zavislosti na typu vyjimky /preruseni doje ke specifickemu zpracovani

4. provede se instrukce CPU pro uvedeni do stavu pred zpracovanim vyjimky /preruseni (in-
strukce navratu z preruseni) a obnovi se puvodni registry (PC a PSW)

Pri spravnem obslouzeni vyjimky by puvodni program nemel primo poznat, ze k preruseni doslo.

Urceni zdroje vyjimky /preruseni



e soft. hledani

— veskera preruseni a vyj. spousteji rutinu od stejne adresy. rutina zjisti duvod preruseni
ze stavoveho registru (= PSW)

e vektorova obsluha preruseni

— cislo zdroje zjisti CPU

— v pameti se nachazi na pevnem miste (specifikovane ridicim registrem VBR) tabulka
vektoru preruseni, CPU prevede cislo zdroje na index a z nej nacte v poli slovo, kt.
vlozi do PC

e nevektorova obsluha vice pevne urcenych adres podle priorit
e casto i kombinovane

Async vs. sync preruseni: async. nejsou vazane na instrukei, zatimco sync ano
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Petr Svec

Mnohaurovnova struktura pocitacu a virtualizace

Struktura

Viceurovnova struktura ma za cil usnadnit praci programatorum, pridanim dodatecnych urovni
abstrakce - predevsim jazyku vyssi urovne.

- druhou nejnizsi urovni (znaceno L2) je strojovy jazyk tj. nuly a jednicky (prvni nema ani moc
smysl uvazovat, jelikoz se k ni normalni smrtelnik ani nedostane viz. dale).

- pro lidi samozrejme necitelny, coz je duvodem existence vyssich urovni, ale na druhou stranu
to nejrychlejsi co na danem hardwaru dostaneme, takze kazdy program ve vysledku bezi na tehle
urovni.

Virtualni pocitac

- na kazde vyssi urovni nez je strojova zavadime virtualni pocitac M; s jazykem L;. Program
napsany v L; se preklada do L;_;1 nebo je interpretovan v M;_; pro i > 2 (pri i = 1 jsme na
strojovem jazyce).

- pro pripomenuti:

— interpretace = program v L;_1 zpracovava L; jako data
— kompilace = prevod instrukci z L; na instrukce v L; 1

Bezna struktura soucasneho pocitace
Serazeno od nejnizsi uroven po nejvysi se soucasny pocitac sklada z nasledujicich urovni:

1. L1 - mikrokod (mikroinstrukee) - preklada strojovy kod na instrukce pro praci s obvody -
interpretovany, ale velice rychly. Byl pridan az pozdeji tj. po strojovem kodu.

2. L2 - strojovy kod

3. L3 - uroven operacniho systemu (OS)
4. T4 - assembly lang.(ASM)
5. L5 - high 1vl lang.

Pozn. ve slidech je uveden OS jako nizsi nez assembly lang. Osobne mi to prijde podivny, jelikoz
napr. u RISCovych procesoru bez instrukce nasobeni je nejprve treba funkci OS, ktere nasobeni re-
alizugi abychom dostali kod v ASM. Dalsim prikladem je keyword "new” v C++ na alokaci pameti,
ktere se take musi preves na systemove volani.

Strojova uroven - Ms

- definovana instrukeni sadou

- instrukeni format se sklada z OPcode (kod instrukee) a 0-3 adres/registru (pri 0 je adresa/registr
implicitni)

- u RISC je nejcastejsi 3 adresovy format u CISC 2 adresovy

Virtualizace

Principem virtualizace je skryti nizsich vrstev a implementace vrstvy, ktera se tvari jako samostatny
HW.



V. se deli na nekolik skupin:
— Na urovni jazyka a byte kodu - virtualni stroje (Java, NOT)
— Emulace jine pocit. architektury

— Nativni virtualizace - izolovane prostredi poskytujici shodny typ architektury pro nemodi-
fikovany OS

— Virtualizace s plnou podporou HW (napriklad vetsina novych CISCovych procesoru ji v sobe
ma)

— Castecna virtualizace - typicky jen adresni prostory
— Paravirtualizace
— Virtualizace na urovni OS - oddelena uzivatelska rozhrani

Hypervizor (Virtual machine monitor - VMM)
- program, ktery zajistuje zakladni praci s hostovanymi OS, mezi ktere patri:

— monitorovani hostovanych OS, osetrovani vyjimek a emulace privilegovanych intrukci

— emulace periferii, preruseni, ktere mohou generovat, predavani dat do fyzickych zarizeni na
hostujicim OS/systemu.

— rozdeleni zdroju mezi hostovane OS

Hypervizor muze byt implementovany jako program/proces uzivatelskeho prostoru v hostitelskem
OS (QEMU), s pouzitim HW akcelerace a podpory v jadre OS (KVM) nebo jako samostatny sys-
tem vyuzivajici system v jedne domene (jednom virtualizovanem prostoru vyhrazenem pro jeden
hostovany OS) pro komunikaci s HW a z nej pak posila data ostatnim (XEN).

Xen (to je virtualizacni ”program” /system)

V paravirtualizaci (XEN) systemova volani aplikace bezici v hostovanem OS nevolaji primo hostu-
jici kernel, ale hypervizor. Hypervizor prenasi cast sve prace na hostujici sys. misto aby provadel
syscall ve virtualizovane domene. Nevyhodou je, ze hostovany sys. musi byt upraveny na miru
hypervizoru.

Klasicka architektura

Pozn. nasledujici text je z vetsi casti z wiki, jelikoz ve slidech meni temer nic uzitecnyho krome
obrazku.

Klasickou architekturou je myslena CISC a (dle toho mala co je ve slidech) konkretne architektura
m68k tj. Motorola rada 68xxx.

— m68k ma jak 16-bit tak 32-bit modely
— big endian

— ma 8 datovych a 8 adresovych registru, pricemz 8. adresovy je User Stack Pointer (USP) -
jeho chovani je ovlivneno nasledujicim registrem

— status register (= PSW - Program Status Word) je 16-bitovy. Spodnich 8-bitu je pro tzv.
Condition Code Register (CCR), hornich 8 pro system (sys. byte).



CCR (cisla jsou indexy PSW)
0 - carry bit - nastavi se na 1 pri prenosu z nejvice vyznam. bitu pri arit. operaci nebo
kdyz je treba vypujcka pri odecitani
1 - overflow bit - pri preteceni na 1
2 - zero bit - pokud jsou vsechny bity operandu nebo vysledku nulove

3 - negative bit - pokud je nejvice vyznamny bit operandu nebo vysledku roven 1 (nega-
tivni vysledek v doplnkovem kodu)

4 - extended carry - pouziva se pri rozsireni operaci na praci s vicenasobnou presnosti,
ma stejnou hodnotu jako carry

Pozn. zbyle 3 bity nejsou ve slidech primo zmineny, ale na obrazku v nich uwvedenem jsou
nastaveny na 0. vic jsem nehledal
System byte

— 8,9,10 - interrupt mask - definuje uroven preruseni pro kterou je prijeti zadosti blokovane
— 14,15 - trace bits - pokud je nektery z nich nastaveny, tak dojde ke generovani vyjimky

po provedeni kazde instrukce nebo po instrukcich ovlivnujicich tok kodu

11. a 12. jsou 0

Systemove a IO sbernice

Pozn. Ve slidech je vse ukazovano na prikladu PC, takze nedostatek obecnosti je zamerny a neni
to chyba.

sbernice(bus)

— spousta dratu, na ktery se pripojuji zarizeni v ramci pocitace, zjednodussuje komunikaci
oproti point-to-point spojeni vsech komponent

— v jednom pocitaci neni typicky jen jedna sbernice, ale hned nekolik - procesorova, systemova,
lokalni a IO sbernice

— podle typu ”"obsahu”, ktery obsluhuje existuji 3 typy - adresova, datova, ridici. Muze byt i
kombinovana

Nejblize CPU jsou Front-side Bus (FSB) a Back-side Bus (BSB). FSB je pripojeni na North Bridge
- systemovy cip, ktery obsluhuje pameti a dnes jiz prehistoricke AGP (na to se pripojovalo GPU).
V soucasny dobe je North b. vetsinou jiz soucasti CPU (AMD a Intel). BSB jsou zadni vratka
do pameti pro L2 cache, ktera z ni cte primo (BSB je na cteni z pameti zoptimalizovana, a tak
pomerne rychla).

S North b. je spojeny South bridge, na ktery se uz pripojuji ostatni sbernice a zarizeni (PCI,
PCle, USB etc.).

dvoubodove spojeni (point-to-point)
— pri malem poctu zarizeni je nejjednodussi, pri vetsim ale znacne komplikovane

— poskytuje vyssi vykon nez sbernice, jelikoz se zadne zarizeni nemusi o sve spojeni delit s
jinym

Multiplexovana sbernice(time division multiplexing) - sbernice, kde jsou data nebo adresy
vetsi velikosti nez jsou vodice schopne prenest, a tak se deli na casti. Priklad: sbernice prenese
najednou 16-bit, ale nase data maji 32-bit — rozdeli se a poslou na dvakrat. Jsou take pripady,



kdy se posilaji adresy i data po stejnych dratech.

PCI

- PCI je sbernice z dob kdy dinosauri chodili po Zemi

- komunikace je paralelni. To mimo jine vyzaduje, aby byl pritomen arbitr sbernice - komponenta
urcujici, ktere z PCI zarizeni posila po sbernici data (a adresy) v dany okamzik.

- vzdy, kdyz chce lib. PCI zarizeni posilat data po sbernici musi nejprve pozadat arbitra o pride-
leni prava

- kazdeho prenosu/transakce se ucasni 2 zarizeni - initiator(Bus Master) a target. Arbitr take resi
pripad vice bus masteru (multimaster sbernice)

- prenos po sbernici ma 2 faze - adresovou a datovou

- zarizeni na sbernici maji spolecny 4-bit prerusovaci podsystem (narozdil od ostatnich dratu nej-
sou paralelni)

- sbernice je multiplexovana, adresy i data se posilaji pres stejne piny PCI zarizeni

PCI vs. PCI-Express (PCle)

- PCIe ma narozdil od PCI prepinac, na ktere jsou pripojena jednotliva PCle zarizeni. Prepinac
samostny je je spojeny se sbernici. Komunikace je timpadem, narozdil od PCI, seriova

- rychlost PCle zarizeni se udava poctem linek (x1, x16 atd.). Kazda linka se sklada z jednoho
nebo vice proudu a ten je tvoren 2 vodici (jeden v kazdem smeru)

- komunikace je full duplex - 1 bit za takt v obou smerech
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“Snazili jsme se udélat to co nejlépe, ale dopadlo to jako vzdycky.”

1 Linearni programovani

Liniedrni programovani znamen feSeni tllohy minimalizace linearni funkce f =
c'x (+d) za podminek affinnich funkei g;, h; (affinita viz nize).
Slouzi napiiklad k FeSeni tloh (viz skripta):

e optimalni vyrobni program (z rtznych druhi surovin vyrabime rtzné
druhy zbozi s riiznou cenou)

e sméSovaci problém (kuchatrka mé uvafit obéd, aby v ném bylo by vitamint,
by bilkovin a bs tuki)

e distribu¢ni problém
e dopravni problém

e hledani rovnovaznych stavi u linedrnich systémi a pod.

Obecna formulace tulohy LP:

min (max)  ¢1o1 + coa + ... 1T,
Z.p. ai1x1+ ...+ aprn, >b; i€ I+
ai1$1+...+ain$n§bi 1el_
a;i1x1+ ...+ amTy, =b;, 1€l

.IjZO j€J+
2, <0 jeJ.
IjGR j€Jo

Obecnou formulaci pfevadime na standardni tvar

min  c1x1 +Ccx9+...C1%,
zZ.p. a1+ ...+ apr,=b; i=1,...,m
JCJZO j:l,...,n
zkracené
min{c’z | Az =b, = > 0}
a zpét nasledovné:



Maximalizaci nahradime minimalizaci podle min,ex f(2) = — max,cx (—f(x)).

(a;121 + ... + @iz, = b; nahradime a; 121 + ... + @y < by a apzy +
et iy > b;l)

ai1x1 + ... + ainz, < b; doplnime slackovou proménnou u; > 0, a;1x1 +
coot @iy +up = b;.

;11 + ...+ ajp T, > b; vynasobime —1 a doplnime slackovou proménnou
u; > 0, —a®1 — ... — QinTp + u; = —b;.

e z; € R pfevedeme na xj' >0,z; 20, z; = xj' -z, .

Piiklad (vlastni): pfevedeni z obecného tvaru na standardni.

max CT.I

z.p. anTi+...+ apxTn > b;
ag1x1 + ...+ asnTy < bz
a;1x1 + ...+ aippTy, = b;

Llye-ey Ty > 0
se prevede na
— min —C1T1 ... — CpTy
zZ.p. —A11L] — ... — A2, Ty + U = 7b7;
211 + ...+ aopxTy + U = bl
a1+ ...+ aipxy, = b; xS [37m]
L1y Tp, UL, U2 >0

Jesté poznamka k feSeni preuréenych rovnic Az = b, A € R™*™ (m > n).

Resi se takova tloha:

min{||Az — b||, | z € R}.

Dualita

Kazd4 tloha LP ma svoji duélni tlohu, kterou l1ze dostat nésledujici konstrukei.
7 duélni ulohy lze poté tim samym postupem dostat primérni. PopiSu jenom
konstukei ze specialniho tvaru, vice ve skriptech (s. 95):

min 2256 max > yibi

Z.p. Zj a;jri > by z.p. y; =0
zj >0 2 Yitij < ¢
prehlednéji:
min ¢’z  max yTb
zp. Az >b z.p. yi 20
x>0 yTA<cl



U vét budeme postupovat piresné opacné, nez jak je tomu ve skriptech:

Dilezit4 je zejména silnd véta o dualité ktera ¥ika, ze kdyz se ¢’z = yTb
(kritéria) pro pfipustné z, y (Az > b atd.), pak jsou x i y optimalnimi FeSenimi
obou tloh.

Pfitom plati (véta o slabé dualité), ze ¢’z > yT'b pro jakékoli piipustné =,
y; protoze yT A < ¢ vynasobeno zprava z > 0 rovna se y? Az < cTx (a stejné
tak pro x), takZe napsano v fadé ¢z > yT Az > yTb.

Véta o komplementarité udava podminky, kdy (&) se ¢
skriptech na s. 96.

Dualita je dobra k:

Ty = yTb, vice ve

e lepsimu pochopeni problému
e ovéfeni optimality

e nékdy lze jednoduSeji spocitat dualni tlohu a z ni feSeni primérni, nez
rovnou primarni.

Takhle shrnuto to snad staci.

2 Simplexovy algoritmus

Resi tlohu linedrnho programovani ve standatdnim tvaru min{c’z —d | Az =
b, x > 0}.

2.1 Casti algoritmu

2.1.1 Ptechod k sousedni bazi

Co nejjednoduseji: mame soustavu [A | b] tak, Ze v m bdzovych sloupcich jedna
jednicka a samé nuly a na kazdém fadku je alepon jedna jednicka.

5 00 -1 1| 3
301 2 01 5
110 2 0 | -2

Chceme piejit k sousedni bazi, kterda bude mit jeden jiny bazovy sloupec, to
znamena, ze jestlize jsou ted baze sloupce 2, 3, 5, pak pfisté to bude napiiklad
1, 3, 5 nebo 2, 3, 4.

Zvolme pivot a;; (nize) a vydélme fadek i a;; (dostaneme na misto pivotu
jednicku). Déle pomoci nasobki ostatnich fadki vynulujeme prvky ve sloupcich
s bazemi (jako v GEM). Zbylé baze maji ve sloupci jednicku, takZe to jde dobie.

2.1.2 Pripustné bazové reSeni

Protoze nenulové slozky bazového feseni jsou rovny slozkam vektoru b, je bazové
feSeni pripustné tehdy, kdyz b > 0. Paklize ted méme p¥ipustné feSeni, k tomuto
nedojde kdyz a;; > 0 kde a;; je pivot a pro kazdé i’ # i plati a;;; < 0 nebo
bifai; <by/ay;



2.1.3 Nekladny sloupec

Paklize jeden z nebazovych sloupcii obsahuje jen nekladné prvky, lezi optimum
v —oo - tloha je neomezena.

2.1.4 Upravy aéelového fadku

3 i)

Pii¢teni jakékoli linearni kombinace z [A d] k [¢ d] zachova hodnotu acelovée
funkce.

Simplexova tabulka:

2.2 Algoritmus

1. Vyber pivot (kde vybé&rem j € argmin ¢; se zajisti, ze ucelova funkce
nestoupne). i se vybird naptiklad argmin b;/a;;.

2. Udélej ekvivalentni dpravu.
3. Vynuluj c¢; pro bazova j.

4. Kon¢ime, kdyz vSechny koeficienty c¢; jsou nezdporné (optimum) nebo kdyz
mame nekladny sloupec (neomezené tloha).

3 Néco o tom zbytku

Konvexni mnozinu tvofi konvexni kombinace vektoru (je definovana tak, Ze je
uzaviena na konvexni kombinace). Konvexni kombinace je souasné affinni a
nezapornd kombinace: >, a > 1 A Vklay, > 0].

Konvexni polyedr je definovan jako prinik koneéné mnoha poloprostora (H-
reprezentace (half-space)). Extrémni body jsou vrcholy polyedru a jejich speci-
fikem je to, ze je lze dostat pravé jednou konvexni kombinaci. Reprezentovat jde
jesté jako konvexni obal koneéné mnoha vektora (V-reprezentace (vertex)).

Funkce je konvexni pravé tehdy, kdyz f(az+(1—ay)) = af(z)—(1—a) f(y).

Konvexni optimaliza¢ni ulohu fesime tehdy, kdyZ je ucelova funkce konvexni.
Nejdulezitdjsi je, ze nalezené (lokdlni) minimum je vzdy zaroven globélni. Na-
piiklad u simplexové metody postupujeme po vrcholech konvexniho polyedru k

také vytvari konvexni mnoziny).
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1 Metoda nejmensich ¢tverci

Metoda nejmensich ¢tverct je matematicko-statistickd metoda pouzivané ze-
jména pii zpracovani nepfesnych dat (typicky experimentéalnich empirickych
dat ziskanych napfiklad méfenim). Metoda je v zékladni podobé urené pro
feSen{ nekompatibilnich soustav linearnich rovnic (v obecnéjsi podobé hovoiime
o nelinearni metod& nejmensich &tverct), diky ¢emuz je fakticky ekvivalentni
tzv. linearni regresi.

Resme nehomogenn soustavu linearnch rovnic Ax = b

A je matice o rozmérech mxn a soustava mé FeSeni pravé tehdy, kdyz
berngA, jinak je soustava preurcena (typicky, kdyZ m>n, vic rovnic neZ neznamych)

V naSem pfipadé feSime preurcenou soustavu, tedy hledame takové x, Ze
vzdalenost mezi body Ax a b je co nejmensi, tedy:

min{||Az — b|| |x € R"}

Misto normy klidné mtzeme minimalizovat jeji ¢tverec:

| Az — b]|?

1.1 Pouziti na regresi:

Regrese je modelovéani zavislosti proménné yeR na proménné t€T regresn funkci
y = {(t, x), ktera je znamaé, az na parametry x € R"™ Je dan soubor dvojic (¢;, ),

i=1,.. m, kde méFeni y; € R jsou zatizena chybou. Ukolem je najit parametry
x, aby y; f(t;, x). Podle metody nejmensich ¢tverci tedy fesme.
m
min 3 (f(ti, x) — yi)?
zER™;

2 Analytické podminky na lokilni extrémy

2.1 Volné extrémy

V tomto piipadé hledame lokalni extrémy funkce.
Méme dva diilezité typy bodi:

1. stacionarni bod - bod, kde je funkce diferencovatelna a vSechny parcialni
derivace jsou nulové.

2. kriticky bod - bod, ktery je bud stacionarni nebo v ném neni funkce
diferencovatelna.

2.1.1 Podminka prvniho fadu

Vsechny kritické body jsou podezielé z volného lokalniho extrému.?

1Kdy# poéitame piiklad nejdiive udélame vSechny parcialni derivace, nasledné je polozime
rovny nule a vyFeSime soustavu rovnic => kritické body



2.1.2 Podminky druhého fadu

e f ma v bodé x ostré lokalni minimum [maximum] na X pravé tehdy, kdyz
Hessova matice druhych derivaci ’(x) je pozitivné? [negativné?] definitni.

e Je-li f(x) indefinitni*, nema f v x lokdlni minimum ani lokalni maximum
na X.

e Je-li {(x) pozitivné [negativng| semidefinitn{, nevime o tomto bodé jestli
je minimem, maximem nebo ani jedno z toho.

2.2 Vazané extrémy

V tomto piipadé hledame lokalni extrémy funkce za uréité podminky dané
nejéastéji jinou funkei nebo funkcemi.

2.2.1 postup

Extrémy hledame za pomoci lagrangeovych multiplikatort A, feSime rovnici:
f'(@) + Ag'(x) = 07°

3 Numerické metody pro optimalizaci bez omezeni

U v8ech déle zminénych pifipadi se jedna o itera¢ni numerické metody pro
nalezeni volného lokalniho minima diferencovatelnych funkci na mnoziné R™

3.1 Gradientni metoda

Metoda voli smér sestupu jako zéporny gradient funkce f v bode 5.
Tedy zp41 = zp — ap(ATA) 7 f/(@x)T
Rychlost konvergence byva ¢asto pomala, kviili cik-cak chovani.

3.2 Newtonova metoda

Newtonova metoda je iteracn algoritmus na resen soustav nelinearnch rovnic.
Lze ho pouzt i na minimalizaci funkce tak, ze hledame nulovy gradient.

2V piikladech hledame vlastni &isla matice, kdyZ jsou vdechna > 0, pak je poz. def.

3V piikladech hledame vlastni &isla matice, kdy# jsou vSechna < 0, pak je neg. def.

4V piikladech hledame vlastni &isla matice, kdy# existuje vlastni &islo, které < 0 a zarovehn
existuje vlastni ¢islo, které >0, pak je matice indefinitni

5Tedy v praxi si napiSeme zadani a podminky si pfevedeme do tvaru, kdy je na jedné
strané rovnice nula a roznasobime je A1 aZ Ay, tento vyraz se nazyva Lagrangeova funkce, ze
které spoc¢itame prvni derivace a vyfeSime soustavu rovnic, z nichz dostaneme body podezielé
z extrémil. (zjisténi druhu extrému je podle skript i wernera slozité a v OPT vubec nebylo)

6tj. vzdy jdeme nejstrméjsim smérem dolit



3.2.1 Pouziti na soustavy nelinearnich rovnic

Zobrazeni g aproximujeme v okoli bodu zj, taylorovym polynomem prvniho fadu
9(x) = g(x) + g'(zx) (z — k)

gz + 'l lix

1

Pii feseni soustavy rovnic najdeme dalsi krok, jako z11 = zp—¢'(zx)  'g(xg)

3.2.2 Pouziti na hledani lokalniho minima

V tomto pfipadé aproximujeme funkci f taylorovym polynomem druhého fadu.

| () § flx) = Flzg) + Flzg)(z — zg) 4 -_lv[.r — )T F(x)(z — )

'a_\_' i
| T |

T* Tpaq Ty

Tedy newtonovu metodu lze pouzit pro hledani lokalniho extremu dvakrat
diferencovatelné funkce, kdyZ polozime g(x) = f'(x)T, z toho dostaneme, Ze
iterace:

Ty = xp — [ () L (2p)T

3.3 Gaussova-Newtonova metoda

Snazime se najit priblizné FeSeni ve smyslu nejmensich ¢tvercli, coz vede na
minimalizaci funkce:

f@) = llg(@)]]* = g(x)" g(x)

Dalsi krok hledame nésledovné:

wppr =z — (9" (wx) g (21)) ' g () T g(wr), coz se da v piipade, ze g’ (zy)
mé plnou hodnost napsat, jako xp11 = 2 — ¢’ () Tg(zk) , kde ¢'(z1) T je pseu-
doinverze.

Vyhody: Vyhneme se poéitani druhych derivaci (hesiani)

Nevyhody: Metoda ma horsi konvergenéni chovani nez Newtonova metoda

3.4 Levenberg-Marquardtova metoda

Levenbergova-Marquardtova metoda je Siroce pouzivané vylepSeni Gaussovy-
Newtonovy metody, které matici ¢’ (zx)” ¢’ (x)) nahrazuje matici g’ () ¢’ (zx)+



wil, kde pg>0
Tedy dalsi krok hledame nasledovné:

Tht1 = T — (gl(xk)Tgl(l‘k) + Mkf)_lgl(xk)Tg(ik)
Zajimavosti:

e Pro malé uy, se Levenbergova-Marquardtova metoda blizi Gauss-Newtonové
metodé.

e Pro velké py, se Levenbergova-Marquardtova metoda blizi Gradientni metodé

s délkou kroku 1.

Parametr pj;, ménime po kazdé iteraci.
e Pokud iterace snizila uéelovou funkci, pak iteraci pfijmeme a pj, zmensime
e Pokud iterace nesnizila uéelovou funkci iteraci zamitneme a py zveétsime

Zmensovani azvétSovani g délame nasobenim a délenim konstantou.



