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1. cvideni BI-LIN, FIT, CVUT
Polynomy

Pojmy které je tfeba znat: Polynom, kofen polynomu, kofenovy ¢initel.

Véty, které je tfeba znat: Zakladni véta algebry, véta o polynomech s racionalnimi koeficienty, kom-

plexné sdruzené kotfeny realnych polynomd, véta o déleni polynomu polynomem.

Procvicované postupy, algoritmy: Hornerovo schéma, déleni polynomu polynomem, hledani racio-

nalnich korenu.

Piiklady: 1. Najdéte kofeny polynomu, pokud vite, Ze jsou celociselné.

p(z) = 2° + 2 — 132° — 132> + 362 + 36

Reseni. Protoze koeficient u nejvyssi mocniny je roven 1, hleddme koieny pouze jako délitele abso-
lutniho ¢lenu, tj. ¢isla 36. {£1, £2 +3 +4, +6, +9, +12, +24, +36}. Vyzkousime o = 1 — seéteme

koeficienty p(a) = 48 # 0. Zkusime o = —1 a ovéfime Hornerovym schématem.

1 1-13|-13]| 36 36
-1 -1 0 13| 0] —36
1 0f—-13 0|36 0

p(—1) =0, a = —1 je kofen a diky HS jsme ziskali koeficienty polynomu, ktery dostaneme vydélenim

ptvodniho polynomu pfislunym kofenovym ¢initelem, tedy polynomem (x+1). Tzn.
2 4ot —130% — 132% 4362 +36 : (z+1) =2 +0-2% — 132° +0- 2 + 36 = (2%)° — 132> 4 36
Mizeme odhadnout kofeny pomoci Vietovych vztahi (4 a 9) a rozlozit pfislusny polynom
(22)% = 132 + 36 = (2% — 4)(2® — 9) = (z — 2) (2 + 2)(z — 9) (2 + 9).
Kofeny jsou {—1, 2, -2, 3, —3}
2. Rozlozte polynom na soucin ireducibilnich polynom vite-li, ze mé alespon jeden racionalni kofen.

p(x) = 325 + 22* — 152 — 1022 + 12 + 8.

Opét budeme kofeny ,hadat®, tetokrat vSak mohou byt raciondlni. Budeme hledat v mmnoZiné
{£1, £2, +4, +8, :I:%, j:%, :i:%, :i:%}. Vzhledem k tomu, Ze vedouci ¢len ma hodnotu 3, ale ne

vsechny koeficienty jsou délitelné 3, budeme ocekavat i kofen ve tvaru zlomku a zacneme tedy

zkouset.
312 —-15| —10 12 8
1 1] —14 | 44 64
3 3 9 27
44 64 | 280

Vidime, ze % neni kofen. Takto bychom zkouseli dal, nicméné prejdeme rovnou ke spravné hodnoté,
tj. —2

3 2| —-15]-101 12 8

-2 0 10| 0| -8

3| 0]-15 0(12| O

Wl




Toto uz je podobn4 situace jako v prvnim prikladu tj.
32t — 1522 +12=3-(2* =522 +4)=3- (2 —1)(2* —4) =3 - (z — V)(z + 1)(z — 2)(z + 2)

a dohromady mame

p(x) =3 - (z+ %)(9: —D(z+1)(z—2)(x+2)

3. Naleznéte vSechny kofeny polynomu vcetné jejich nasobnosti, znate-li jeden jeho komplexni kofen.

p(z) = 2% — 52° + 152* — 282% + 3622 — 280 +12, a=1+i

Polynom mé realné koeficienty a tedy komplexni kofeny ,chodi v paru“, neboli jsou komplexné
sdruzené. Vime tedy, ze @ = 1 — i je také kofen. Mame 2 moznosti, jak postupovat. Stejné jako
v predchozim pripadé muzeme dosadit do Hornerova schématu postupné « a @. Tento postup je
ovSem naro¢ny, nebot musime podcitat s komplexnimi ¢éisly. Druhou moznosti je vydélit pivodni

polynom souc¢inem prislusnych kotenovych ¢initelti
(x —a)(z —a) = 2> — 2-Re(a) + |a|?,
coz je polynom druhého stupné, ktery uz ma realné koeficienty. Provedeme tedy déleni:

(2% —Ba® +152% —282% 43622 —28z +12) : (2?2 —-20+2)=a2%—323+72% - 82 +6
28 —225 4224
—325 +132* —282% 43622 —28x +12
—3x°  +62* —62°
Tt —2223 43622 —28x 412
Tt —142® +1422
—823 42222 —28x 412
—8z% +162% —162
62 —122 +12
62 —12z +12
0

Vyzkousime, jestli jsou kofeny vicenasobné. Opét bychom vydélili polynomem (z2 — 2z + 2), ale

procvic¢ime i druhou variantu - dosazeni do Hornerova schématu.

1 -3 7 -8 6
1+ 1+7 | -3—1 o9+3i| —6

1] —-2+14 4—14 | -3+3 0
1—1 1—9¢| -1+ 3—-3

1 -1 3 0

2

Zbyva kvadraticky polynom z* — x + 3, u kterého uz koreny uréit umime. Kofeny jsou tedy dvoj-

nasobné 1 +14 a 1 — i a jednonasobné % + —V;l



2. cvideni BI-LIN, FIT, CVUT

GEM, Linearni zavislost a nezavislost

Pojmy které je tfeba znat: Vektorovy prostor, linedrni kombinace, linedrni zévislost a nezévislost,

trojuhelnikovy tvar matice
Procvicované postupy, algoritmy: Gaussova elimina¢ni metoda

Priklady: 1. Upravte matici pomoci GEM do horniho trojthelnikového tvaru.

3 3 0 1 1 1 —4 1 1 1 —4 1 11 -4
2 2 4 | ~1 2 2 1 4 | ~1 0 0 -1 12 |~ 0 2 5 3
5 3 -2 1 1 -1 -4 -7 0 -2 -5 =3 00 1 —-12

Za povsimnuti stoji hned prvni Gprava. Misto nasobeni prvniho faddku vhodnym nésobkem(v tomto
pripadé by to muselo byt raciondlni ¢islo) a pfi¢tenim k fadkém zbyvajicim, abychom ziskali v
prvnim sloupci nuly, jsme si ,,vyrobili“ v prvnim sloupci jednotku (dokonce hned ve dvou Fadcich)
odec¢tenim vhodného nasobku druhého Ffadku od zbyvajicich. Nasledné tpravy jsou mnohem jed-
nodussi. Pfi strojovém zpracovani pocitaci samoziejmé nezalezi na ,hezkych“ ¢islech, ale pro ruéni

pocitani tim dokazeme vyznamné eliminovat numerické chyby.

2. Zkoumejte LZ /LN nasledujicich vektori v prostoru R? v zavislosti na redlném parametru a € R.

V1= (27 17 _1)
Vo = (15250‘)
V3 = (0, 1,3)

P zjistovani linearni nezavislosti sestavime obecnou linedrni kombinaci, poloZime ji rovnou nulo-

vému vektoru a zkoumame zda vznikla rovnost mé pouze trividlni feseni.

a-vi+8-ve+7y-vs
(2,1,-1) + (1,2,a) + ¥(0,1,3) (0,0,0)
(2a+B,a+28+v,—a+a-5+3y) = (0,0,0)

Rovnost vektorti v R? vySetiujeme po slozkach, tedy fesime homogeni soustavu 3 rovnic.

2 + [
a + 28 + v =
—a + af + 3y = 0
Upravime pomoci GEM.
2 10 1 2 1 1 2 1
1 21 |~1]10 -3 -2 |~10 3 2
-1 a 3 0 a+2 4 0 a—4 0

Pokud a = 4, pak posledni rovnice vypadne a nalezneme netriviadlni feseni, napft.
0421, 6:_25 7:3

a vektory jsou linedrné zavislé. Pokud a # 4, potom miizeme vyrazem (a — 4) vydélit a postupnym

dosazenim dostaneme pouze trivialni feSeni o = 8 = v = 0 a vektory jsou linedrné nezavislé.



3. Jsou dany 3 linearné nezavislé vektory u, v, w z obecného linearniho prostoru L. Rozhodnéte o
LZ/LN vektort

X = 2u -V +w
= u +w
z = v —W.

Opét sestavime linearni kombinaci a polozime ji rovnu nulovému vektoru.

x4 Byt
alu—v+w)+pu+w)+y(v—w)
Qo+ plut (-atyv+(a+f-yw =

Nyni prichazi klicovy krok tohoto prikladu. Na levé strané rovnosti je linedrni kombinace vektort
u, v, w, které jsou linearné nezavislé. Z definice LN musi byt tato linedrni kombinace trivialni, tj.
koeficienty nulové. Z toho resultuje homogenni soustava 3 rovnic. Poznamenejme, Ze pokud bychom
o vektorech u, v, w nevédéli, zda jsou LN, nemohli bychom tuto tivahu provést a tiloha by nebyla

Fesitelnd (neméli bychom dostatek informaci o problému).

20 + [ = 0
—Q + w = 0
a + f — 1y =0
Upravime pomoci GEM.
2 1 1 -1 0 1 -1 0 1
-1 0 1 |~ 01 3 |~ 010
11 -1 01 0 0 0 3

Tato soustava ma pouze trividlni feSeni a proto jsou vektory x, y, z linedrné nezavislé ve vektorovém

prostoru L.

4. Rozhodnéte o LZ/LN nésledujicich polynomt v prostoru polynomt P3.

= 3 =222 4z -3

pi(z)
pa(x) = —a3 —222 +1
p3(x) = 223 +x -2
(x)

= 2 +22 4z -1

]

Opét sestavime linedrni kombinaci, polozime rovnu nulovému vektoru (v tomto piipadé nulovy

polynom) a upravime.

ap1 + fp2 +ps +0ps = 0
a(@® =222 +2-3)+B(—23 — 222 + 1) +y(223 +2 - 2) + 6223 + 22 +2—-1) = 02°+022+02x+0
(= B+2y+20)2°+ (20 —28+8)22 + (a+v+8)z+ (-3a+B—-2y—6) = 023+ 022+ 0z+0

Polynomy se rovnaji pokud se rovnaji vSechny jejich koeficienty, feSime tedy homogenni soustavu

4 rovnic.
a — [+ 2y + 20 = 0
—2a — 20 + 4 =0
e + v 4+ 0 =0
-3a + B — 2y — 46 =0



1 -1 2 2 1 01 1 1 0 1 1
-2 -2 0 1 0 -1 1 1 0 -1 1 1
1 0 1 1 0 -2 2 3 0 0 01
-3 1 -2 -1 0 1 1 2 0 2 3
Tato soustava ma pouze trivialni feseni « = f = v = § = 0 a polynomy jsou tedy linedrné nezavislé.



3. cviceni BI-LIN, FIT, CVUT

Linearni obal, podprostory, baze, dimenze
Pojmy které je tieba znat: Lineirni podprostor, baze, soufadnice vzhledem k béazi
Véty, které je tfeba znat: Zachovani LO pfi GEM
Procvi¢ované postupy, algoritmy: GEM, urceni LZ/LN

Piiklady: 1. Ukazte, Ze mnozina polynomu pravé tfetiho stupné neni podprostorem prostoru vsech po-
lynomu. Tuto skute¢nost ukédzeme velmi snadno. Pro libovolny podprostor musi platit, ze soucet
libovolnych dvou prvki do néj patii. Vezmeme-li vak polynomy x2 a —z3 jejich soucet je nulovy
polynom, ktery rozhodné nepatii do vySe uvedené mnoziny. Podobné bychom ukazali i neplatnost
druhé podminky, pokud bychom libovolny polynom této mnoziny vynésobili nulovym skalarem. Je
dobré si uvédomit, ze toto plati obecné a tedy pokud ovérujeme, zda je néjakd mnozina podpro-
storem, je vyhodné nejprve zjistit, zda obsahuje nulovy vektor. Pokud tomu tak neni, nemize byt
podprostorem, avSak pokud nulovy vektor obsahuje, jesté to nedokazuje opak, tedy Ze podprosto-
rem je, ale pouze Ze muZe byt. Tuto skuteénost obecné v matematice oznacujeme frazi ,,Podminka

nutna, nikoli postacujici“.

2. Rozhodnéte, zda nasledujici mnoZiny jsou podprostorem prostoru R2.

o My ={(z,y) € R% x>0, y > 0} - prvni kvadrant
o My = {(z,y) €R? x-y >0} - prvni a tieti kvadrant

Vidime, Ze do obou mnozin patii prvek (0, 0), tedy mnoZiny jsou neprazdné a obsahuji nulovy vektor.
Vezmeéme libovolné dva vektory z prvni mnoziny, tj. vektory, které maji ve slozkdch nezadporna cisla.
Pokud je secteme, dostaneme opét vektor s nezapornymi slozkami a prvni podminka je splnéna.
Ovsem pokud vezmeme napiiklad vektor u = (1, 1) € My askaldr o = —1 € Rpak au = (-1, —1) ¢
M a M; neni podprostor R%. Vezmé&me libovolny vektor z druhé mnoziny (tj. vektor, ktery ma v
obou slozkich hodnoty, které maji stejné znaménko nebo nulu) a libovolny realny skaldr. Pokud je
skalar kladny, znaménka se neméni, pokud je zaporny, zméni se v obou slozkach a vysledny prvek
opét lezi v Ms. Nicméné pokud vezmeme napit. vektory u = (1,2) € My a v = (=2, —=1) € M,
pak u +v = (=1, 1) ¢ My a tedy M, neni podprostor R?. Ukézali jsme si 2 prostory, u kterych je
splnéna pouze jedna z podminek, ale ne obé a nejsou to podprostory R2.

3. Ukazte, Ze mnozina

(B)={2*4+2 -2, —2* -3z +4, 2 +1}

je baze prostoru polynomti P? nejvyse druhého stupné a pro libovolny polynom p(x) = ax? +bx +c
naleznéte jeho souradnice vzhledem k této bazi. Musime ukazat 2 vlastnosti baze - linearné nezavisla
mnozina generatori. Obé skutecnosti ovéfime najednou. V pripadé linedrni nezévislosti zkouméame,

zda existuje netrividlni feseni o, 8, v € R
a(@® + 2 —2)+ pf(—2? =3z +4) +y(x +1) = 02 + 0z + 0.

V piipadé generatort ovéfujeme, zda existuje néjaké feseni «, 3, v € R pro libovolna a, b, c € R
a@®+z-2)+p(—2* =3z +4) +y(x+1) =ax® + bz +c.

Soustavy muzeme Tesit najednou, pro rizné pravé strany

(a—B)2? +(a—-38+v)z +(—2a+48+7v) =0z2+0zx+0
(a—B)2? +(a—-38+v)r +(—2a+48+7v) =ax?+bx+c.



1 -1 0|0 a 1 -1 0|0 a 1 1 010 a
1 -3 1{0 b |~ 0 -2 1]0 —a+b |~ 0 -2 1|0 —a+?d
—2 4 1|0 ¢ 0 2 1]0 2a+c 0 0 2|0 a+b+c

Pro nulovou pravou stranu existuje pouze trividlni feseni a proto jsou polynomy linedrné nezavislé.

Pokud resime existenci pro libovolnou pravou stranu, dostaneme feseni
Ta—b+c 3a—b+c a+b+c
o= ——, 6 = V= -
4 4 2
Zaroven jsme vytesili i druhou ¢ast tlohy - nalezeni souradnic vzhledem k dané béazi, tj.

Ta—b+c

Jr3a—b—|—c
4

4

at+b+ec

2
-2
(% +2-2) -

ax® 4+ bx +c = (—2% =3z +4) + (x +1).
4. Doplitte skupinu vektoru {(2, 1, —1, 3, 2), (2, -1, 2,2, 1), (4,0, 1, —2, —2)} na bézi prostoru
R5. Pokud slozky vektorti zapiSeme jako fadky matice, potom aplikaci GEM nezméni tyto fadky

svij linedrni obal.

2 1 -1 3 2 2 1 -1 3 2
2 -1 2 2 1 |~...~] 0 -2 3 -1 -1
4 0 1 -2 -2 0 0 0 -7 -5

Ovéfime tim jednak linedrni nezévislost, coZ je nezbytnd podminka pro bazi, a navic z horniho
trojuhelnikového tvaru dokézeme vycist, jaké vektory doplnit. Jednou z moznosti je doplnit takové
vektory, které kdyz pridame do vysledné matice, ziskdAme matici regularni, tj. ¢tvercovou, ktera ma
linedrné nezavislé fadky. V tomto piipadé staéi doplnit vektory {(0, 0, 1, 0, 0), (0,0, 0,0, 1)} a

vyslednd matice bude mit nasledujici tvar

2 1 -1 3 2 2 1 -1 3 2 2 1 -1 3 2
2 -1 2 2 1 0 -2 3 -1 -1 0 -2 3 -1 -1
4 0 1 -2 -2 |~10 0o 0 -7 -5 |~1]10 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 -7 -5
0 O 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1



4. cvi¢eni BI-LIN, FIT, CVUT

Soucin matic, Inverzni matice, Maticové rovnosti

Pojmy které je tieba znat: levy a pravy distributivni zdkon pro matice, maticovy soucin, hodnost

matic, reguldrni matice, inverzni matice
Procviované postupy, algoritmy: hledani inverzni matice, feSeni maticovych rovnosti

Priklady: 1. Naleznéte inverzni matici k matici pomoci GEM

1 1 2
A=| -3 -1 -3
1 -2 -3
1 1 2[1 00 1 1 2| 100 11 2/1 00
-3 -1 -3/010]|~l0 2 3/ 310]|~]l02 3[310]~
1 -2 -3]/0 0 1 0 -3 —-5|-1 0 1 00 —-1|7 3 2
11 0][15 6 4 11015 6 4 100 3
~( o2 o0|l24 106 |~[010]12 5 3|~[010 12 5 3
00 -1 7 3 2 00 1|-7 —3 —2 00 1| |-7 -3 —2

2. Reste maticovou rovnost s neznamou matici X € R?2 pro matice A a B

AX 42X — 2B = A, A_<3 7), B_<2 1).
2 1 30

Nejprve maticovou rovnost vyfesime symbolicky, tj. vyjadiime nezndmou matici X.

AX+2X-2B = A
(A+2E)X = A+2B J(A+2E)" %
(A+2E) 1%« (A+2E)X = (A+2E)"1x(A+2B)
X = (A+2E)"'x(A+2B)

Tuto upravu miizeme provést za predpokladu, Ze k matici (A + 2F) existuje inverzni matice. Pod-
minka je analogicka jako kdybychom fesili obycejnou algebraickou rovnici. Také musime ohlidat,

abychom nedélili nulou. V tomto pfipadé€ inverzni matice existuje, jako dikaz poslouzi to, ze ji
2
A42F — 3 7 n 0 _ 5 7
2 1 0 2 2 3
10 5 7 10 5 0] 15 =35 10
0 1 0 1|-2 5 0 1|-2 5 01
3 =7 3 7 4
(A4+2E)"' % (A+2B) = * +
-2 5 2 1 6
B 3 =7 N 75\ [ -3 8
-2 5 8 1 26 —5

3. Reste maticovou rovnost v zavislosti na redlném parametru a € R.

1- - 1 -1
XA-aX =B, A= @ a=3 ) g .
2 2a+3 11

najdeme.

5 7
2 3




Pro tuto dlohu vyuzijeme vzorec pro vypocet inverzni matice pomoci tzv. ,doplnku*, ktery patii

spiSe do kapitoly o determinantech. Je z ného i patrné, kdy inverzni matice existuje - pokud ad—bc #

a b\ 1 d —b
c d) ad—bc\ —¢ a )
Upravime maticovou rovnost vyjadfenim nezndmé X

XA—aX = B
X(A-aFE) = B /*(A—aE) !
X(A—aE)x(A—aE)™' = Bx(A—ak)™!
X = Bx(A-aBE)L

Opét musime ohlidat podminku regularity matice (A — «F), pokud ji chceme invertovat

(1—-2a)(a+3) —2a(a—3)= -4’ +a+3=—4(a—1)(a+ Z)

Pokud o = 1 nebo a = —%, pak je matice (A — aF) singuldrni a po vynasobeni jakoukoli matici
ziskame znovu singuldrni matici. Na pravé strané rovnosti je ovsem matice regularni a proto pro

dana « Feseni rovnosti neexistuje. Pokud « # 1, —%, plati

o 1 -1 1 a+3 3—«o
X = B(A—akE) (1 1)-4(a—1)(a+i)< —2a 1—2a>

¥ _ 1 3a+3 a+2
 —Ala—1)(a+3) 3—a 4-3a )




5. cvideni BI-LIN, FIT, CVUT

Determinanty

Pojmy které je tfeba znat: determinant matice

Véty, které je tfeba znat: Véty o pocitani determinantii (z definice, GEM, rozvojem), Laplaceova

véta (o determinantu sou¢inu matic)
Procvicované postupy, algoritmy: pocitini determinantt riznymi zpusoby

Piiklady: 1. Spoc¢téte determinant matice A vSemi zpiisoby, které znate

2 1 3
A=| 5 0 5
3 2 2
Z definice
2 1 3
5 0 5|=0+154+30—-20—-10—-0=15.
3 2 2
Pouzitim GEM, tj. upravit na horni troj. matici a determinant je rovny soucinu prvkd na hlavni
diagonale
2 1 3 1 01 10 1 10 1
5 0 5|=-5{2 1 3|=-5|01 1|=-5]0 1|=-5-1-1-(-3)=15
3 2 2 3 2 2 0 2 -1 0 0 -3
Rozvojem podle 2. fadku
2 1 3
2 1
5 0 5|=-5 ’—5 5 2‘:—5(2—3-2)—5(2~2—3):20—5:15.
3 2 2

2. Rozhodnéte, pro jaké a € R je matice A singulérni,

SN
B~ W =

o
2
1

|
—_

Matice A je singularni, pokud det(A) = 0. Spoctéme tedy determinant.

2 1 « 2 9 a+2
9 a+2
a 3 2|= a 3+4a a+2 |=-— =
3+4a a+2
-1 4 1 -1 0 0
(a+2) 91 (a+2)(9-3—4a)=(a+2)(4 6)
= —(«a =—(« —3—4da)=(« a—6).
3+4a 1
Matice je singularni pro a« = —2 a o = % Zejména pokud dosadime o = —2 tak je ihned vidét, ze

3. sloupec je (-1)ndsobkem prvniho sloupce, coz znamen4, %e matice je singularni.



3. Vhodnou metodou spoctéte nasledujici determinant

20010 3
0213 2
0210 32 2 1 3 2
041030 04130 4130
=1- (-0 5 0 0 2 |=-1-(-1)*Y =
05000 2 50 0 2
10101
10100 1 32 40
03240
032040
-3 1 3 0
4130 s 3
- =2 (-] 4 1 3|=-2| 7 =
00 2
3 2 4
2 4 0
13
=—2.7-(-1)ED ) 4 =14(—2) = —28.

4. Rozhodnéte, pro jakd a € R existuje inverzni matice k matici A,

3 2 a 1

e a 1 -1 2
2 1 3 -2

-3 2 4 1

Opét tloha na poditani determinantu, nebot se ptdme pouze na existenci inverzni matice, nikoliv

na jeji samotné nalezeni. To by byla ¢asové mnohem néaroc¢néjsi tloha.

a—=6 5

2 0
-1 a—-6 5
1 -1 2 a—2 0 —4 4
= =—|la—-2 -4 4 |=
2 1 3 -2 21 3 -2
-7 -2 5
-3 2 4 1 -7 0 —2 )
-1 a—-1 5
=—|la—2 0 4 |=—(15(a—2)—28(a—1)+12—5(a—2)(a—1)) = 5a® — 2a = a(5a — 2).
-7 3 5

Inverzni matice existuje pro a € R\{0, % .



6. cviceni BI-LIN, FIT, CVUT

Soustavy rovnic

Pojmy které je tfeba znat: homogenni a nehomogenni soustava rovnic, partikularni feSeni, podpro-

stor, baze, dimenze
Véty, které je tfeba znat: Frobeniova véta, véta o dimenzi FeSeni homogenni soustavy rovnic
Procvi¢ované postupy, algoritmy: Feseni rovnic v R”

Poznamka: V tomto cvideni se maji studenti naucit hledat feSeni soustavy linedrnich rovnic Az = b.
Vzhledem k tomu, ze se jednd uz o nékolikaté cviceni v semestru, predpoklada se jista obratnost
v maticovém kalkulu, zejména znalost Gpravy matice pomoci GEM. Vsechny procvicované tlohy
proto budou zacinat v okamziku, kdy se podafilo eliminovat matici soustavy na horni trojuhelnikovy
tvar. Matici A budiz v tomto cvi¢eni vZdy mysSlena matice levé strany dané soustavy rovnic, x =
(a, b, ¢,...) vektor nezndmych a b prava strana. Dodejme, Ze spravné bychom méli viude psat
AzT = b7, pokud x a b jsou Ffadkové vektory, ale tuto nepiesnost si odpustime v zajmu zachovani
prehlednosti. Toliko k obecnému.

Dale je potfeba, aby se cvi¢ici rozhodl, jaky zptsob hledani vysledkt studenttim ukaze. Postup
hledani feseni pomoci volnych a vazanych proménnych, resp. prevedeni Gauss-Jordanovou eliminaci
matice A do tavru (E|C) je velmi dobfe popsan na piednéskovych slidech a jeho procvideni je ¢isté
mechanickou zalezitosti. Je to ovSem algoritmus vhodny spiSe pro pocitaci stroje, nez pro chytré a
premyslejici studenty.

Predpokladame, Ze studenti se nechovaji jako pocitaci stroje. Na strané jedné rozhodné nedosahuji
jejich vypocetni kapacity a presnosti, na strané druhé maji svou vlastni inteligenci a jsou schopni
vidét i ,nealgoritmickd” feSeni, ktera jsou vSsak mnohdy mnohem jednodussi.

Jednou z moznosti, jak najit mnozinu vSech feseni homogenni soustavy, je ,uhadnout spravny
pocet linearné nezavislych feseni, kterd tvori bazi prostoru vSech feSeni. Spravny pocet, tj. pocet
LN prvki do baze, je v tomto piipadé dan dimenzi prostoru vSech vSech feseni (n — hod(A)), coz
je zndmo z prednasek. Navic pokud je matice v hornim troj. tvaru, pak jeji hodnost je zaroven
pocet jejich fadku a je tedy ihned znama. Postup tohoto hadani si ukdzeme na dvou prikladech,
dals{ piiklady s vysledky necht slouzi jako inspirace na cvifeni a cvi¢ici postup vhodné okomentuje.
Dopliime jen, zZe feseni nehomogenni soustavy najdeme jako feSeni pfislusné homogenni soustavy

(tj. n&jaky podprostor R™), pouze tento podprostor ,posuneme“ do partikularniho FeSeni.

)

Budeme hledat (4 —2) = 2 LN feSeni soustavy Az = 0 a jedno partikularni feSeni Az = b. Za¢neme

Priklady: 1. Naleznéte mnoZinu vSech feSeni soustavy rovnic

3a+b—2c+3d=1 3 1 -2 3
—
5¢—2d =9 0 0 5 =2

odspodu. Co zvolit za ¢ a d aby byla splnéna rovnice 5¢—2d = 0?7 Napi. ¢ = d = 0neboc =2, d = 5.
Prvni variantu si mizeme dovolit, nebot stéle jesté zbyvaji dvé neobsazené proménné a pouze jedna

rovnice. Druhou variantu volime tak, abychom se vyhnuli pocitani se zlomky. Pro partikularni

FeSeni, tj. FeSeni rovnice 5¢ — 2d = 9 zvolime ¢ = 1, d = —2. Situace je nasledujici
3 1 -2 311
0 0 5 —219
(0 0
( , , 2, 5 N+
+C , , 1, =2 )



V tuto chvili mame zajisténu linearni nezavislost feSeni homogenni soustavy a muzeme pro kazdy
vektor dotesit zbylé hodnoty. Pro prvni vektor dosadime do rovnice 3a +b—2-0+3-0 =0 a
zvolime a = 1, b = —3 (ted jiz nelze zvolit samé nuly, protoZe bychom dostali nulovy vektor, coz
nechceme). Pro druhy vektor dosadime do 1. rovnice 3a +b—2-2+3-5=0,tj. 3a+b=—11a
volime a = 0, b = —11. Kone¢né pro partikularni feSeni dosadime 3a +b—2-1+3-(=2) =1 tj.

3a+b=9 avolime a = 3, b =0 a zobrazime pfehledné vysledek

3 1 -2 311

0 0 5 =219

(( 1, =3, 0, 0 ),
(0, =11, 2, 5 )+

+( 3, 0, 1, -2 )

2. Reste soustavu

-3 4 2 3 1 0| —4
0O 00 2 =2 2 3
0 0 0 O 0 -2 1

Budeme hledat 3 LN feSeni homogenni soustavy a jedno partikularni feseni. Nejprve si pfedepiseme
0 na pozice v jednotlivych vektorech tak, abychom zarucili lineadrni nezavislot. Na misté x budeme

pozdéji dopliiovat nenulové ¢islo.

-3 2 3 1 —4
0 0 2 -2 3
0 0 0 —2]1
(( , %X, 0, 0, 0, 0 ),
( , , %X, 0, 0, 0 ),

( s,y X, 0 )+
+( ) ) ’ ’ ’ 7% )

Pro prvni vektor zvolime a = 4, b = 3. Pro druhy musi byt ¢ # 0, napf.c = 3,b =0,a =2. U
tretiho vektoru zvolime d = e = 1 a dosadime do 1. rovnice —3a + 4b + 2¢ + 2 + 3 = 0. Nabizi se
volba a =1, b =0, ¢ = —1. Pro partikularni feSeni dosadime do 2. rovnice 2d — 2e¢ — 1 = 4 a volime
d=2e =0 a dosadime do 1. rovnice —3a + 4b + 2c¢ + 6 = —4. Zvolime napi. a =b=0,c= -5 a

prehledné zapiseme celé feSeni.

-3 4 2 3 1 0|-4

0o 0 0 2 —2 23

0O 0 0 0 0 —-2|1

( 4, 3 0,0 0, 0 ),

( 2, 0, 3 0 0 0),

( 0, -1, 0, 1, 1, 0 )+

+( 0, 0, -5 2 0 -3)

3. Dalsi priklady.

3 -2 3|1 5 0 0 -2 3|7
0 -2 4|3 ( 0,1, 0, 0, 0 ),
3 2, 1 N+ ( 0, 0, 1 , 0 ),
+( -2, -3, 0) ( 2, 0,0 , 0 ),
( =3, 0, 0 .5 )+
+( 1, 0, 0, =1, 0 )



7. cvideni BI-LIN, FIT, CVUT

Soustavy rovnic se ¢tvercovou matici, Cramerovo pravidlo, soufadnice vzhledem k bazi

Pojmy které je tfeba znat: inverzni matice, determinant, souradnice

Procvicované postupy, algoritmy: Cramerovo pravidlo

Priklady: 1. Reste soustavu rovnic Az = b nékolika zpisoby (GEM, inverzni matice, Cramerovo pravi-

dlo)
2¢ +y —z =3
3. +y 42z =2
T +2y = -2
Pomoci GEM
2 1 -1 3 1 0 2|2 10 2|2 r=—4
3 1 2 2 |~]1 01 -5 ~1 0 1 =5 7 y=12
10 21 -2 01 —4 0 0 1 1 z=1

Vypoétem pomoci inverzni matice z = A~'b

—1 T
x 2 1 -1 3 2 -4 -1 3 —4
y | =3 1 =| -2 5 1 =| 12
z 10 -2 3 -7 -1 -2 1
Pomoci Cramerova pravidla
1 -1 2 3 -1 2 1
detB,=| 2 1 2 |=—4, detB, =|3 2 21=12, detB, =3 1 2 |=1
-2 0 2 1 -2 2 1 0 -2
2 det B 4 det B, 12 det B, 1
e — e e
d tA = = — i = — = — = Y = — = 12 = z = - = 1
¢ :i (1) 2 T T get A 1 YT Qet A 1 "F T detA 1

2. Reste soustavu rovnic v zévislosti na parametru a € R

2 a—-3|1
a 212 )°

Nejprve spocteme determinant levé strany, abychom zjistili, pro jakd a € R je nenulovy

2 a—3

a

det =4—a’+3a=—(a>—3a—4) = —(a—4)(a+1).

Proa #4, —1

1 a—3
T 0Ha+l) T —(@a—-Datrl) —(a-dHa+l) (@+1)

2—2a+6 —2(a—4) 2

2 1
_ 4—a _ 1

a 2
YT Ta-0Ha+1)  —(a-Da+tl) (a+1)




Proa=4
2 1|1

(4 2 2>N(2 1‘1>

(z, y) = ((1, =2)) + (0, 1).

2 —-111 N 2 -1

—1 212 0 0

3. Najdéte soufadnice vektoru # € R3 vzhledem k uspotadané bazi (C), znéte-li jeho soufadnice

Proa=-1

1
5 Soustava nemaé FeSeni.

vzhledem k usporddané bazi (B),
(B)={(2, -1, 1), (3,2,0), (1,4, -2)}
(C)=A(2,1,1), (-2,1, —-2), (-3, -2, —-1)}
r=(1,-1,1)B), z=(x0 7)cC)-
K vyfeseni tlohy postaci z definice vyjadrit skutecnost, co znamenaji souradnice vzhledem k béazi,

pomoci jedné rovnosti.
a(2,1,1)+8(-2,1, =2) + (-3, -2, -1)=1-(2, -1,1) —1-(3,2,0)+1-(1, 4, —2)

Tuto rovnost mtizeme vyjadrit i jako rovnost maticovou. V tomto pripadé to neni nutné, protoze pro
tyto konkrétni hodnoty je snadné dopocitat o, 8, -, nicméné maticovy nahled nam muze ukazat

zpusob, jak fesit obecnou ulohu tohoto typu.

2 -2 =3 a 2 3 1 1
1 1 -2 6 1l=] -1 2 4 -1
1 -2 -1 y 1 0 -2 1
Symbolicky
C () B Z(B)

Neznamé z(cy mtZzeme z rovnosti vyjadfit prostym vynésobenim vhodnou inverzni matici CcL.
Uvédomime si, Ze tato inverzni matice existuje, nebot v matici C jsou ve sloupcich hodnoty vektort
béze (C) a tyto vektory a tedy i sloupce jsou linedrné nezavislé a proto je matice C reguldrni a méa

inverzni matici.

:L'C:Cile(B)
a 9 —9 3\ 2 3 1 1
3 1 1 -2 1 2 4 1
~y 1 -2 -1 10 -2 1
T
o L[5 L -3 0 -3
6 =1 4 1 2 1| = 0



8. cvideni BI-LIN, FIT, CVUT

Lineérni zobrazeni
Pojmy které je tfeba znat: lineirni zobrazeni, jadro, image, matice linedrniho zobrazeni
Véty, které je tieba znat: Véta o dimenzi jidra a image
Priklady: 1. Najdéte jadro a image (mnoZinu vSech obrazil) zobrazeni A : R? — R*
Az, y, 2) = (x —y+2z,2x +y — 2z, x — 2y + 4z, 4o — 3y + 62).

Budeme postupovat dohromady pro jadro i image. V prvnim pripadé zkoumame vSechna feseni u
rovnosti A(u) = o, v druhém pro jaké vektory v = (a, b, ¢, d) existuje alesponl jeden vzor u pii
zobrazeni A, tj. A(u) = v.

3 1 2]|a 1 -2 4le¢ 1 -2 4le¢
2 1 -2 0 5 —10|a—3c 0 5 —10|a-3¢

1 -2 4l |7 lo 5 —10]b=2 "0 0 0|-a+btec
4 -3 6|d 0 5 —10|d—4e 0 0 0|-a—c+d

Pro jadro fesime soustavu s nulovym vektorem na pravé strané, tj. hleddme feSeni homogenni
soustavy. Ker(A) = ((0, 2, 1)).
Abychom nasli image, stac¢i nam védét, kdy mé soustava rovnic fesSeni. Podle Frobeniovy véty tehdy,

pokud je hodnost matice soustavy rovna hodnosti rozsifené matice soustavy, v tomto pripadé pokud
—a+b+c=0a—a—c+d=0. Vyfesime tuto soustavu.

-1 1 1 0]0 -1 1 1 0

-1 0 -1 110 0 -1 -2 1

0
0
Im(A) - <(1a 1,0, 1)7 (1a 0,1, 2)>
2. Najdéte matici linearniho zobrazeni A : R? — R3 vzhledem k bazi (B) a (C).
Az, y) = (x -y, 2z + 3y,y)
(B) = {(27 1)7 (37 _2)}
(C) = {(27 -1, 1)v (37 -2, 2)a (737 3, *1))
Stadi si uvédomit, ze matice linearniho zobrazeni ma ve svych sloupcich soufadnice obrazti bazovych

prvni baze vzhledem k druhé bazi.
A2,1)=(1,7,1), A3, —=2) = (5,0, —2)

Najdeme jejich soutadnice vzhledem k bazi (C) a zapiSeme je do sloupcti matice M4, (B, (c))-
MuzZeme to vyjadrit jako v pfedchozim cvi¢eni v maticovém tvaru, pokud matici A myslime matici
linedrniho zobrazeni A vzhledem ke standartni bazi (zjistime ji snadno z algebraického vyjadieni
zobrazeni), matice B a C' budou mit ve sloupcich zapsidny hodnoty pfislusnych bazovych vektort.
Lze to chépat také tak, Ze na bézové vektory (B) nejprve aplikujeme linedrni zobrazeni A a pak
tyto obrazy vyjadiime v soufadnicich vzhledem k (C).

-1

2 3 -3 1\,
M ), ) =CAB=| -1 -2 3 2 3 (1 _2>=
12 -1
T
4 2 0 15 L 2 2 11 13
=—| -3 1 -1 T o0 ]|=5| 6 16 |=|-3 -8



3. Najdéte obraz vektoru v = (1, 3, —1) pii linedrnim zobrazeni A : R® — R3 znéte-li hodnoty

tohoto zobrazeni na bazovych vektorech.

‘A(4, 9, O) = (2a 2, 5)
A3, -2,3) = (-3,4,1)
A(—Q, 1, —2) = (2, -2, —1)

Protoze je zobrazeni linedrni a zname hodnoty na bézi, stac¢i vyjadrit vektor v jako linedrni kom-

binaci danych bazovych prvki, tj. nalézt jeho soufadnice vzhledem k této bazi, a uzitim principu

superpozice dopocitat vysledek, neboli

AL, 3,

= aA(4, 5, 0) + BA®3, —

Nalezneme «, (3, v

4 3
5 -2
0 3

AL, 3, —1) =

-1)=A(a(4,5,0)+ 5(3, =2, 3) + (-2, 1, =2)) =

27 3) +7A(_2a ]-a _2) = OZ(27 27 5) + 6(_37 47 1) +7(27 _27 _1)

—2| -1 4 0 0| 2\ a=1/2
1/ 1|~ 10 -1 of-1]| =6
-2 -3 0 3 —2|-3/) y=21/2

21

1



9. cvideni BI-LIN, FIT, CVUT

Afinni transformace

Pojmy které je tieba znat: linedrni zobrazeni, afinni prostor

P¥iklady: 1. Najdéte matici (v homogennich soufadnicich) osové soumérnosti v R? podle piimky p,
kterd prochdzi body A = (1, —2) a B(—1, —1).
Jednou z moznosti, jak tuto tlohu fesit, je rozlozit ji na elementarni transformace - zména méritka,
rotace a posunuti. V tomto pfipad€ je to znacné komplikované. Nastinime pouze zptisob, jakym
to lze provést. Provedeme posunuti o minus radiusvektor jednoho z bodu na pfimce. Tim celou
primku posuneme tak, Ze prochazi poc¢atkem. Déale oto¢ime cely obrazek o thel a - ktery spocteme
- tak, aby pfimka byla totozna s jednou z os, feknéme s osou z. Dale provedeme zménu méritka
a to takovou, Ze x-ovou souradnici nechdme a u y-ové zménime znaménko. Déle oto¢ime obrazek
zpatky o thel minus « a posuneme zpatky o radiusvektor. Vidime, ze téch transformaci je celkem
hodné a zejména thel nebude nabyvat zadné znamé , jednoduché“ hodnoty.
Vyuzijeme tedy jiné skuteCnosti. Afinni transformace je jednozna¢né zadand hodnotami obrazi
pocatku a bazovych prvki. Lze odvodit, Ze lze pouzit i 3 body, které nelezi v jedné piimce. U dvou
bodt uz ale vime, kam se zobrazi. Body na ose soumeérnosti se zobrazi sami na sebe. Zbyva najit
néjaky tieti bod. Nejjednodussi bude, umistit do jednoho z bodi pfimky (1)-nasobek a (-1)-nésobek
vektoru n, kolmého na smérovy vektor pfimky. Tim ziskdme bod C' a jeho obraz C’ pfi zobrazeni

osovou soumérnosti podle dané osy.
p:A+{((A-B))=(1, -2,1)+((2, -1, 0)), n,=(1,2,0)

C=A+n,=(2,0, 1), C'=A-n,= (0, —4,1)

Vyfesime rovnost (jakymkoliv zptisobem, ktery nds napadne, Fesit 6 rovnic pro 6 nezndmych nebo

najit inverzni matici)

a b c 1 -1 2 1 -1 0
d e f 2 10 |=| 2 -1 4
0 0 1 1 1 1 1 1 1
1
a b c 1 -1 0 1 -1 2
e f|l=] -2 -1 -4 2 1 0 =
0 0 1 1 1 1 1 1 1
1 -1 0 12 -1\ 3/5 —4/5 —6/5
=| 2 -1 -4 %5 3 -1 -2 | =| -4/5 -3/5 -12/5

1 1 1 2 -4 -3 0 0 1



10. cvi¢eni BI-LIN, FIT, CVUT

Vlastni ¢isla

Pojmy které je tfeba znat: vlastni ¢isla matice a zobrazeni

Priklady: 1. Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A,

5 6 0
A= -2 -5 -3
2 4 2
Vytesime rovnici det(4A — AE) =0
5—A 6 0 5—A 6 0 5—-X 6 0
2 5-A 3 |=| 0 —“1-x —1-Al=-(1+N 0 1 1 |=
2 4 2—A 2 4 2— A 2 4 2—-X
5—X 6 —6
5-\ -6 ,
=-(1+N) 010 |=-an T Ly |F DO 2) =
4 —-2-A
=—A+1H(A-1)(A—2).
A =1
4 6 0 2 4 1
2 6 3 |~[0 2 2| wu=@-22
2 4 1 0 -2 =2
Ay =—1
6 6 0 11 0
(2 A 3>v2 ( )
2 4 3
A =2
3 6 0 1 2 0
(2 7 3) vs = )
2 4 0

2. Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory (i komplexni) pro matici A,

1-A
1

1-1-1
1
1-1+42
1

Ar=1+41

Aa=1—1

:G‘ll).

-1
=X -2 +2=A—1—-9)(A—1+1).
11—
-1 —i -1
1-1—i 1 —i
~1 i -1
1—1+i 1



11. cviéeni BI-LIN, FIT, CVUT

Skalarni soucin a geometrie v E3

Pojmy které je tfeba znat: vlastnosti skaldrniho sou¢inu, analytickd geometrie stfedni Skoly

Piiklady: 1. V obecném vektorovém prostoru se skaldrnim soucinem najdéte velikost a tihel vektort
a=2u—vab=3u+v—wviteli, Ze ||ul| = ||v|| = |Jw|| = 1, Ghel mezi vektory u a v je 60°, thel
mezi vektory v a w je 120° a v je kolmy na w.
la|| =va-a=+/Qu-v)-2u-v)=vViu-u—4u-v+v-v
16 =vVb-b=+/But+v—w) But+v—w)=vIu - utv v+w w+6u v—6u-w-—2v w
a-b=QCu—-v)-But+v—w)=6u-u—v-v—u-v—2u-wW+V W

cos(p) = m

Vidime, zZe se nam bude hodit pfedpocitat skalarni souciny vektord u, v, w mezi sebou.
wew=[uf? =1
v =v]]2 =1
ww = [lw|? =1
uw-v = |lul|||v] cos(30°) =1/2
u-w = [Jull[|w| cos(120°) = —1/2
vow=0

Dosadime.

lal| = vVdu-u+v-v—4u-v=v4+1-2=1+/3
o] = vOu utv-vtw-wi6uv—6u-w-20-w=yIT1+1+3+310=17
a.b:6u.u—v.v—u.v—2u.w+v.w:6_1_%+1+0:%1

_ a-b _ 11 -
cos(p) = i = zvatr = 077
o = 50°

2. Vedte pricku mimobézek p = P + (p) a ¢ = Q + (§) rovnobéznou s piimkou r = R + ().
p~P+<ﬁ>_[’ ’_1]+<( 1)>

q:Q+ () =1, -2, 1]+(2, 1, -1))

r:R+ (M) =1[4,1,2]+((-1, 2 —1))

Nejprve ovérime, ze loha ma Feseni, tj. vektory p, ¢, 7 jsou linearné nezavislé

7 1 1 -1
g |=]2 1 3 |=-13
7 -1 2 -1

Dale ovérime, Ze p a ¢ jsou mimobézky, tj. vektory p, ¢, P — Q jsou linearné nezévislé

i 11 -1
q =2 3 |=-9
P-Q 1 3 -2

Uloha mé tedy jednoznaéné feseni. Nalezneme ho ,geometricky®. Prolozime rovinu o pfimkou ¢ a
smérem 7° a najdeme prusecik X piimky p a roviny g. Poté uz vedeme piicku £ bodem X a smérem

r.

Normalovy vektor roviny g a jeji normélova rovnice.

ﬁg = q_'X r= (27 17 3) X (—1, 2, —1) = (_77 _1’ 5)



—Tr—y+5y=0
Priisecik piimky p a roviny o.
-724+t)—(1+t)+5(-1-¢t)=-13t—-26=0, t=-2
X=P+tp=1[2,1, -1 —-2(1,1, -1) =0, —1, 1]

A vysledna piimka je
xr=X+ (") =][0, -1, 1]+ {(-1, 2, —-1)).



