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Úloha 2

Stanovení modulu pružnosti v tahu přímou metodou
2.1 Úkol měření

1. Určete modul pružnosti v tahu přímou metodou pro dva vzorky různých materiálů a výsledky porovnejte s tabulkovými hodnotami.
2. Určete chybu měření. 
2.2 Obecná část

2.2.1 Tenzory
Teorie deformace využívá k popisu jevů tenzorového počtu. Z matematického hlediska mají fyzikální veličiny charakter skalárů, vektorů a tenzorů druhého, případně  vyšších řádů. Vektor lze považovat za tenzor prvního řádu a skalár za tenzor řádu nultého.

Tenzor (druhého řádu) si lze představit jako „operátor“, který působí skalárně na vektor a vytváří tím z něho nový vektor. Tenzor jakoby zprostředkovával zobrazení jedné vektorové veličiny na druhou.
2.2.2 Hookův zákon 
Uvažujme příklad tenké tyče, která je namáhána tahem, její deformaci lze popsat jediným prvkem tenzoru malých deformací 
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 a napětí jako tah podél tyče 
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. Pro malé deformace můžeme očekávat, že deformace bude úměrná napětí: 
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kde konstanta úměrnosti E se nazývá Youngův modul materiálu v tahu. O vztahu mezi napětím a deformací (2.1) můžeme rozhodnout na základě experimentu, neboť jde o fyzikální zákon. Úměrnost mezi napětím a deformací poprvé vyslovil Robert Hook
 : Deformace je úměrná napětí materiálu.
Předpokládejme, že tyč ze zkoumané látky, zpravidla kruhového nebo obdélníkového průřezu S je namáhána v tahu proměnnou silou F; přitom je zajištěno, aby působení této síly bylo rozloženo rovnoměrně po celém průřezu tyče. Působení této síly je provázeno prodloužením vyšetřované tyče a zmenšením jejího průřezu. 
Grafické znázornění závislosti 
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na 
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 nazýváme diagramem zkoušky  a křivku v něm zachycenou nazýváme křivkou deformace, viz obr. 2.1.
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      Obrázek 2.1: Deformační křivka.

První část deformační křivky od počátku 0 do bodu A je lineární, tedy napětí je úměrné relativnímu prodloužení. Napětí, které odpovídá bodu A, nazýváme mezí úměrnosti. Zvětšujeme-li napětí za mez úměrnosti, křivka se odchyluje od přímkového průběhu, což znamená, že relativní prodloužení roste rychleji, než by mělo podle Hookova zákona. V bodě B náhle nastává velké prodloužení při konstantním napětí (někdy dokonce i klesajícím), takže křivka probíhá téměř vodorovně. Tento jev nazýváme kluzem (někdy také tečením) a napětí příslušného bodu B mezí kluzu v tahu (mezí průtažnosti). Poté následuje vzestupná část křivky, tedy mají-li se zvětšovat relativní prodloužení, musí v tyči růst i napětí. Křivka stoupá až k nejvyššímu bodu křivky, bodu C. Toto chování se nazývá zpevňováním materiálu a napětí příslušné bodu C mezí pevnosti. Dále již napětí v tyči klesá. Mezi body B a C může dojít k zaškrcení (místnímu zúžení), kdy skutečné napětí dále stoupá, zatímco v ostatní tyči klesá. V tomto zúženém místě nastane konečně i přetržení tyče. To nastane při relativním prodloužení, které přísluší bodu D uvažovaného diagramu. Důležité je chování materiálu při odlehčení, tj. přestane-li působit síla F. Jestliže prodloužení vyvolané touto silou (která přestane působit) úplně vymizí, tj. tyč nabývá původní délky, mluvíme o deformaci elastické. Největší napětí, při kterém jsou deformace ještě elastické, se nazývá mez pružnosti. Ta leží zpravidla výše než mez úměrnosti. Při odlehčení napětí, které je větší než mez pružnosti, část prodloužení vymizí, zbývající část je povahy trvalé. Tuto část deformace nazýváme plastickou a příslušnému stavu materiálu říkáme plastický. U skutečných pevných látek je každá (třeba i malá) deformace plastickou. Budeme-li předpokládat, že působící síla vyvolává napětí, které je menší než mez úměrnosti, pak v tomto oboru bude platit i Hookův zákon přímé úměrnosti mezi napětím 
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 a relativním prodloužením 
[image: image8.wmf]11
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. Obecná závislost mezi deformací a napětím je ovšem značně složitější než u deformace tenké homogenní tyče tahem. V mezích úměrnosti bude zobecněný
 Hookův zákon představovat obecný vztah mezi dvěma tenzory
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(2.2)
kde 
[image: image10.wmf]ijkl

C

 je tenzor čtvrtého řádu tvořený 81 prvky, takzvanými elastickými koeficienty. Díky symetrii tenzorů 
napětí a deformace je však mnoho z těchto prvků  stejných, takže v nejobecnějším případě je třeba znát jen 21 
elastických koeficientů. Tento počet se dále snižuje s růstem symetrie kontinua. U izotropního
 kontinua se ukazuje, že je třeba znát koeficienty dva, z nichž jeden popisuje deformaci tvarovou a druhý objemovou. Zobecněný Hookův zákon v izotropním kontinuu (pružném tělese) zní
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(2.3)
kde 
[image: image12.wmf]ij
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 je tzv. Kroneckerův symbol (jednotkový tenzor) a je definován tak, že je roven  jedné ,jsou-li oba jeho indexy stejné i = j, a nule, jsou-li různé 
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. Koeficienty 
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 se nazývají Lampový koeficienty, přičemž první z nich vyjadřuje změnu objemu (
[image: image15.wmf]q

 je kubická dilatace) a druhý, označovaný též jako G, je modul smyku. Vedle těchto dvou elastických koeficientů užíváme dále Youngův modul, definovaný vztahem
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(2.4)
Poissonovu konstantu
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(2.5)
vyjadřující poměr zúžení a prodloužení tyče. Všechny tyto elastické koeficienty nejsou ovšem nezávislé. Stačí znát jen dva z nich a ostatní jsou tím už určeny:
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(2.7)
Elastické koeficienty závisí též na teplotě a na termodynamických parametrech procesu deformace.
Předpokládejme, že tyč (drát) o průřezu S je namáhána v tahu silou F, přičemž je zajištěno, aby působení této síly bylo rozloženo rovnoměrně po celém průřezu tyče. Odtud můžeme vyjádřit napětí  ve směru délky tyče jako 
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. Dále označme původní délku tyče jako l, jež se působením síly F zvětší o 
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 . Potom relativní prodloužení (velikost deformace ve směru délky tyče) 
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je určeno vztahem 
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. Je-li vlastnost materiálu po celé délce tyče stejná, pak můžeme na základě vztahu (2.4) psát, že 
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(2.8)
2.2.3 Zrcátková metoda
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   Obrázek 2.2: Zrcátková metoda
Vlastní měření velikosti prodloužení použitého materiálu při namáhání v tahu provádíme zrcátkovou metodou, jelikož dochází jen k velmi malým délkovým změnám. Měření provádíme tak, že měřený drát o délce l a průměru d je napínán závažím hmotnosti m, zavěšeným na konci páky P o délce q (viz obr. 2.2). Vzdálenost uchycení drátu od osy otáčení O je p. Na ose otáčení páky P je umístěno zrcátko Z, ve kterém se odráží stupnice S. Odraženou stupnici v zrcátku pozorujeme dalekohledem D. Zvětšení závaží na konci páky P způsobí nárůst tíhové síly o hodnotu G =  mg, kde g je tíhové zrychlení, způsobí prodloužení drátu o (l a v důsledku toho se zrcátko Z  pootočí o úhel (. Podle zákonů geometrické optiky, otočí-li se rovinné zrcadlo o úhel ( otočí se odražený paprsek o úhel dvojnásobný. Pootočení zrcátka Z se projeví v dalekohledu tím, že místo dílku n0, který byl při nezatíženém drátě ve středu nitkového kříže dalekohledu, posune se do středu nitkového kříže dílek n (1 dílek je 1 mm). Za předpokladu, že prodloužení (l je značně menší než délka drátu l a vzdálenost zrcátka od stupnice a, můžeme pro určení úhlu ( použít rovnici:
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(2.9)

kde (n = n – n0  je dílková změna. Prodlouží-li se drát o (l, pootočí se páka P o úhel ( a dle obrázku (2.2) pro úhel ( platí rovnice:
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(2.10)

Úhel, který určují rovnice (2.9) a (2.10) je stejný a pro relativní prodloužení ( dostaneme:
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(2.11)

Dosadíme-li do rovnice (2.8) za relativní prodloužení z (2.11), a položíme-li F = qG/p a S = (d2/4, dostaneme pro modul pružnosti v tahu E rovnici:
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(2.12)

Prakticky je velmi obtížné stanovit délku nezatíženého drátu, a proto volíme ke zpracování skupinovou metodu, čímž do rovnice (2.12) dosadíme za G, (i Gi (součet všech zatížení) a za (n dosadíme součet všech dílkových změn (i (ni  a dostaneme:
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(2.13)

Počáteční délku změříme při základním zatížení, od kterého budeme vycházet při jeho dalším zvětšování. Dalekohled nastavíme tak, aby byla vidět ostře stupnice i nitkový kříž. Vzdálenost zrcátka od stupnice nastavíme na 1 m. Podle materiálu měřeného drátu a podle jeho průměru volíme závaží a postupně přikládáme  pět kusů zvoleného závaží. Potom postupně ubíráme až k základnímu zatížení.
2.2.4 Skupinová metoda

Pro měření, kde měníme jednu fyzikální veličinu a přitom se nám mění další závisle proměnná, přičemž cílem měření je určení jedné nebo více fyzikálních konstant, můžeme použít skupinové metody. Při dvou proměnných veličinách tak dostaneme řadu dvojic, které musí vyhovovat rovnici, v níž určujeme hodnoty fyzikálních konstant. Dvojice rozdělíme na tolik skupin, kolik konstant hledáme. V každé skupině vypočteme z veličin stejného druhu aritmetický průměr a dosadíme do rovnice vyjadřující vztah mezi veličinami. Obdržíme tak soustavu tolika rovnic, kolik neznámých konstant hledáme.
2.3 Postup měření

1. Změříme délku drátu kovovým měřítkem při základním zatížení s přesností na milimetry (délku drátu měříme od hlavičky úchytného šroubu).

2. Posuvkou změříme (několikrát a co nejpřesněji) délku páky q a vzdálenost p upevnění drátu na páce P od osy otáčení O.

3. Změříme (alespoň 15-krát) průměr drátu mikrometrem na různých místech, abychom si ověřili konstantní průměr.

4. Podle materiálu a průměru drátu zvolíme velikost závaží. Pro slabší drát volíme sadu půlkilových závaží a pro silnější drát volíme sadu kilových závaží.

5. Čteme nulovou polohu n0‘ a další výchylky pro různá zatížení, postupující po jednotlivých závažích m, do nejvyššího zatížení a zase zpět do úplného odlehčení drátu (až na původní závaží, kterému příslušejí nulové polohy n0‘ a n0‘‘ a které do součtu (i (ni nepočítáme). Zápis o měření zapíšeme do tabulky.
6. Modul pružnosti vypočteme z rovnice (2.13) a porovnáme s tabulkovou hodnotou, viz tab. 1.1
	Prvek
	E.10-10 [Pa]
	G.10-10 [Pa]
	k [-]

	Hliník
	7,07
	2,64
	0,34

	Měď
	12,3
	4,55
	0,35

	Olovo
	1,6
	0,56
	0,44

	Diamant
	11,2
	52
	0,1

	Zinek
	9
	3,6
	0,25

	Železo α
	21,2
	8,2
	0,29

	Ocel
	20-21
	7,9-8,9
	0,25-0,33

	Ocel (1% C)
	21
	8,1
	0,29

	Ocel svářecí
	20,4
	7,9
	0,29

	Bronz
	9,7-10,2
	3,3-3,7
	0,34-0,4

	Bronz fosforový
	12
	4,36
	0,38

	Mosaz
	9,9
	4,2
	0,37

	Dural
	7,25
	2,75
	0,34

	Plexisklo
	0,33
	0,12
	0,35


Tabulka 2.1: Youngův modul pružnosti E, modul pružnosti ve smyku µ (G) a Poissonova konstanta k pro vybrané pevné látky za pokojové teploty.

2.4 Použité přístroje

Přípravek na měření, dalekohled, pásové měřítko, posuvka, mikrometr (třída přesnosti 0,05), závaží. 
2.5 Tabulky naměřených hodnot a zpracování výsledků
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Výpočty

Stanovení modulu pružnosti v tahu E:

Bronzový drát
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Ocelový drát
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Stanovení pravděpodobné chyby měření :
Pro průměr d bronzového drátu
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Pro průměr d ocelového drátu
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Pro odchylku (ni bronzového drátu
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Pro odchylku (ni ocelového drátu
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(2.14)
Pro modul pružnosti v tahu 
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  dostaneme s využitím vztahu (2.14) a uvažujeme-li parciální derivace E podle n a d výraz
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a po dosazení dostáváme pro bronzový drát
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a pro ocelový drát
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Výsledná hodnota modulů pružnosti v tahu E (pro bronz a ocel) tedy je
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2.6 Kontrolní otázky

1. Jak zní Hookův zákon ?
Hookův zákon říká, že deformace je úměrná napětí materiálu.
2. Co reprezentuje deformační křivka a pro kterou část této křivky platí Hookův zákon ?
Tato křivka vyjadřuje grafické znázornění závislosti  napětí 
[image: image49.wmf]11

s

 na relativním prodloužení 
[image: image50.wmf]11

e

. Jestliže působící síla vyvolá napětí menší než mez úměrnosti, kterou na obr. 2.1 představuje bod A, bude v tomto oboru hodnot platit Hookův zákon (tedy pro obr. 2.1 platí Hookův zákon na lineární části křivky mezi body O a A) 
3. Jak zní zobecněný Hookův zákon pro izotropní kontinuum ?  
Zobecněný zákon pro izotropní kontinuum lze vyjádřit takto :
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4. Co jsou to síly plošné a objemové ?
Objemové síly působí současně na všechny elementy objemu tělesa, pronikají celým tělesem (např. síla tíhová nebo odstředivá). Plošné síly působí na povrch tělesa. Plošné síly můžeme popsat pomocí vektoru napětí 
[image: image52.wmf]T

r

 [ten lze rozdělit na dvě složky (tečné a normálové napětí)].

5. Co představuje Poissonova konstanta ?
Poissonova konstanta vyjadřuje poměr prodloužení tyče.

2.7 Závěr

Youngův modul pružnosti v tahu pro bronzový drát:
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Youngův modul pružnosti v tahu pro ocelový drát:

[image: image54.wmf](
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Modul pružnosti bronzu je podle tabulek  v rozmezí (9,7-10,2).1010 Pa. Odchylka námi naměřené hodnoty od horní meze činí 5,7 %. Modul pružnosti oceli je podle tabulek  v rozmezí (20-21).1010 Pa. Odchylka námi naměřené hodnoty od dolní meze činí v tomto případě 28 %.  Tyto odchylky jsou zřejmě způsobeny nepřesným odečítáním hodnot poloh ni ze stupnice, dále nepřesným a pouze 3-krát opakovaným měřením dalších hodnot l,q,p, stejně jako použitím posuvného měřidla, které na měření hodnot q a p nebylo příliš vhodné. Velká, téměř 30%  odchylka naměřené hodnoty modulu pružnosti oceli od tabulkové hodnoty musela být způsobena nějakou další (pravděpodobně systematickou) chybou, zřejmě nesprávným nastavením vzdálenosti zrcátka od stupnice.
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� Proto se tento zákon nazývá Hookův zákon. 


� Hookův zákon  zobecněný pro trojrozměrný případ, přičemž se předpokládá, že deformace je homogenní a že koeficienty úměrnosti mezi napětím a deformací nezávisí na souřadnicích. 


� Jsou-li vlastnosti nějakého prostředí v určitém bodě ve všech směrech stejné, říkáme o nich, že jsou v uvažovaném bodě izotropní. Je-li prostředí vzhledem k této vlastnosti izotropní v každém bodě, mluvíme o izotropním prostředí.
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